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PREFACIO 

Durante más de 40 años, la calculadora científica ha pasado de ser un dispositivo computacional para científicos e ingenieros a 

convertirse en una importante herramienta educativa. Lo que comenzó como un instrumento para resolver cuestiones 

numéricas ha evolucionado hasta convertirse en un entorno accesible, potente y flexible para estudiantes y profesores que 

permite explorar una amplia gama de ideas y relaciones matemáticas.   

Los significativos desarrollos de las calculadoras que se han producido en los últimos años, junto con el asesoramiento de 

experimentados profesores, han culminado en las modernas calculadoras científicas, la CASIO fx-82 SP X II y la CASIO fx-

350 SP X II, con sustanciales capacidades matemáticas y estadísticas, incluyendo la instalación de una potente tabla y el uso 

generalizado de la visualización en notación matemática natural. Los modelos ClassWiz ofrecen muchas oportunidades de 

aprendizaje para los estudiantes de Secundaria y Bachillerato. 

Esta publicación consta de una serie de módulos que ayudan a hacer el mejor uso de las oportunidades para la educación 

matemática que ofrecen estas calculadoras. El enfoque de los módulos se basa en el uso de la ClassWiz para avanzar en la 

comprensión, por parte de los estudiantes, de los conceptos y las relaciones matemáticas, como parte integral del 

conocimiento matemático. Además de satisfacer las necesidades de cálculo de los estudiantes durante la educación secundaria, 

y más allá, la ClassWiz también puede utilizarse para darles apoyo en su aprendizaje inicial de las nociones matemáticas; la 

calculadora no es sólo un dispositivo para llevar a cabo cálculos una vez se han entendido las matemáticas. 

Las matemáticas que se tratan en los módulos abarcan un amplio espectro, desde ideas iniciales sobre números y álgebra hasta 

el estudio de funciones, trigonometría, sucesiones, probabilidad y estadística. Espero que el lector decida qué módulos se 

adaptan a sus propósitos. Aunque el currículo de matemáticas varía a lo largo de los diferentes países, confío en que las ideas 

matemáticas que se incluyen en los módulos serán de interés para los profesores de matemáticas y para sus estudiantes más 

allá de las fronteras internacionales. 

El texto está pensado para ser leído tanto por profesores como por estudiantes, para entender cómo se relaciona la ClassWiz 

con diversos aspectos de las matemáticas, y también para ayudarlos a utilizarla de manera eficiente. Cada módulo contiene un 

conjunto de Ejercicios, centrados en las funcionalidades de la calculadora que resultan de interés para las matemáticas 

asociadas al módulo en cuestión. Además, se proporciona un conjunto de Actividades de exploración para ilustrar algunas de 

las formas en que se puede usar la calculadora para explorar ideas matemáticas. Espero que los profesores desarrollaran otras 

actividades de este tipo para adaptarse a sus estudiantes. Las Notas para los profesores en cada módulo proporcionan las 

soluciones de los ejercicios, así como algunos consejos sobre el uso de las actividades en el aula.  

Se proporciona, además, un conjunto de Investigaciones matemáticas para ilustrar algunas de las formas en las que se puede 

usar la ClassWiz para dar apoyo a las modernas pedagogías, tales como el aprendizaje centrado en el alumno, para fomentar la 

discusión matemática y mejorar el pensamiento matemático. Este conjunto de investigaciones pretende ilustrar algunas 

posibles formas productivas en las que los estudiantes pueden usar la ClassWiz para fines educativos. Cada investigación se 

relaciona con el Libro de Actividades de un módulo. Se da permiso para la reproducción de estos materiales con fines 

educativos. 

El material de muchos de estos módulos se basa en gran medida en materiales desarrollados anteriormente por Marian Kemp y 

yo mismo, pero contiene cálculos más sofisticados y revisiones destinadas a aprovechar las muchas características 

innovadoras incluidas en la ClassWiz que son especialmente relevantes para estudiantes jóvenes. Agradezco a CASIO su 

apoyo en el desarrollo de estos materiales, y aprecio, en particular, la asistencia del Sr. Yoshino y el Sr. Kimura durante todo 

el proceso de desarrollo.  

Espero que los usuarios de estos materiales disfruten trabajando con la calculadora tanto como he disfrutado yo 

desarrollándolos y deseo tanto a profesores como a estudiantes un compromiso productivo con las matemáticas mediante el 

uso de la ClassWiz. 

Barry Kissane  

Murdoch University  

Western Australia  
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Módulo 1  
Introducción a la ClassWiz  

Las calculadoras CASIO fx-82 SP X II y CASIO fx-350 SP X II ClassWiz disponen de muchas 
capacidades aptas para el aprendizaje y la práctica de las matemáticas. En este módulo, se explicarán 
e ilustrarán las principales funciones de las calculadoras, para ayudarte a convertirte en un usuario 
eficiente. 

Introducción y edición de comandos 

Empezaremos con algunos cálculos. Después de presionar la tecla W, pulsa w1 para acceder al 
modo Calcular. La pantalla aparecerá en blanco y lista para realizar los cálculos, tal y como se 
muestra en la siguiente pantalla: 

 

Conviene tener siempre presente cuál es la configuración de la calculadora durante su uso. Observa 
los dos pequeños símbolos que aparecen en la línea superior de la pantalla, incluso antes de haber 
introducido ningún cálculo. El símbolo D indica que la calculadora asume que los ángulos se miden 
en grados sexagesimales. El otro símbolo indica que la calculadora ha sido configurada para admitir 
y mostrar los cálculos en la notación matemática natural (que en la calculadora se describe como 
modo Matemático). 

A continuación, explicaremos cómo cambiar la configuración de tu calculadora. Si la pantalla 
muestra símbolos diferentes a los que se muestran en la pantalla superior, conviene que, antes de 
nada, resetees tu calculadora. Teclea q 9 (RESET) y sigue las instrucciones para Inicializar 
todo, pulsando 3, como se muestra a continuación:  

 

Los cálculos se pueden introducir directamente en pantalla en una línea de comando. Para completar 
los cálculos, usa la tecla =. A continuación se muestran dos ejemplos:  

  

Observa que en el segundo caso el resultado se muestra en forma de fracción. Puedes pasarlo a forma 
decimal, si lo deseas, presionando la tecla n (Standard to Decimal). Otra alternativa consiste en 
pulsar q seguido de =, lo que proporcionará una aproximación decimal al número de manera 
inmediata (como indica el símbolo ≈ que se encuentra sobre la tecla =). Observa que no se 
muestran cifras decimales innecesarias: el resultado aparece como 5,4 y no como 5,40, como sucede 
algunas veces al usar métodos de cálculo manuales. 
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Para introducir números negativos hay que pulsar la tecla z, tal y como se muestra en la pantalla 
superior, ya que la tecla p se reserva para la resta. Fíjate bien en la siguiente pantalla y observa que 
el signo de la resta es más largo que el signo negativo. 

  

Las instrucciones que son demasiado largas como para caber en la pantalla siguen siendo 
perfectamente válidas, como se muestra en las siguientes pantallas, en las que se han introducido los 
doce primeros números naturales ordenados. 

 

Como puedes observar, cuando la longitud de una instrucción es mayor que la longitud de la propia 
pantalla, se muestran automáticamente flechas. Si necesitas comprobar o editar lo que has 
introducido en pantalla, puedes moverte hacia delante y atrás con las teclas ! y $ del cursor. 
Observa que si pulsas $ cuando el cursor está en el extremo derecho de la pantalla, este salta al 
extremo izquierdo; análogamente, si presionas la tecla ! cuando el cursor está en el extremo 
izquierdo, este salta al extremo derecho. Pulsa =, en cualquier caso, para calcular el resultado de la 
operación.  

   

Como se muestra en la pantalla superior, no es necesario devolver el cursor al final de la pantalla 
antes de presionar la tecla =. Observa que sólo se muestra la primera parte del comando, aunque la 
flecha clara indica que queda más por ver. 

Si cometes un error al introducir una instrucción, puede borrarla por completo con la tecla de C y 
empezar de nuevo, o puedes editarla utilizando la tecla o. Coloca el cursor a la derecha del 
carácter que desees borrar y pulsa o. A continuación, introduce por teclado el carácter que deseas 
que sustituya al carácter que has borrado. 

  

Para insertar caracteres en una cadena de caracteres, coloca el cursor en la posición que desees y 
teclea la secuencia qo(INS), aunque en general no es necesario utilizar esta combinación. 
También existe un comando DESHACER que te permite deshacer la última operación. Para acceder 
a dicho comando pulsa Qo (UNDO).  
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Prueba los comandos anteriores por ti mismo introduciendo la orden que se muestra en la figura 
superior y editándola, posteriormente, para reemplazar el 8 por un 3 antes de pulsar =. 

Comandos matemáticos 

La calculadora dispone de muchas funciones especiales que serán exploradas con cierto detalle en 
módulos posteriores, por lo que, a continuación, se realiza solo una breve descripción de algunos 
comandos que se introducen por teclado.  

Cuando la calculadora está configurada en modo Entrada matemática, por lo general, las 
instrucciones se escriben en la forma en que se escribirían manualmente, ya que la calculadora utiliza 
la visualización natural. En algunos casos, lo primero que hay que introducir es el comando, mientras 
que en otros casos, el comando se introduce después del número que corresponda. En los siguientes 
tres ejemplos, se introducen los comandos antes que el número. 

 

La tecla que corresponde a la raíz cuadrada s se analiza con más detalle en el siguiente módulo. 
Recuerda que en un ejemplo anterior se utilizó la combinación de teclas q= para obtener una 
aproximación numérica decimal de un número racional. 

Observa que la instrucción _ se ha completado con un paréntesis. Aunque en este caso no es 
estrictamente necesario cerrarlo, ya que la calculadora determinará el seno igualmente, conviene 
acostumbrarse a cerrar los paréntesis, más que dejarle a la calculadora que lo haga por ti. Como la 
calculadora está configurada en grados sexagesimales, el comando proporciona una aproximación 
del seno de 52º. Esta y otras funciones trigonométricas se analizarán con más detalle en el Módulo 4. 

La instrucción valor absoluto se introduce pulsando la combinación q~(Abs) e introduciendo 
después la expresión 3 – 9. El ejemplo anterior muestra que la distancia entre el 3 y el 9 es 6, sin 
considerar la dirección o el signo de la resta.  

A continuación, se muestran tres ejemplos en los que el comando se usa después de haber 
introducido el número: 

 

Al presionar la tecla d, después de introducir un número, se obtiene su cuadrado. En el ejemplo 
mostrado anteriormente, 123 × 123 = 15 129. La mayoría de las potencias requieren el uso de la tecla 
^, como se muestra al calcular la cuarta potencia de 137. Las matemáticas asociadas con estas 
teclas se analizan con más detalle en el siguiente módulo. 

El comando factorial x! se necesita para calcular el factorial de 12, que es de 12 × 11 × 10 × ... × 1. 
Este es el número de formas diferentes en las se pueden alinear doce cosas: 479 001 600. Las 
matemáticas asociadas con los factoriales son importantes en los cálculos probabilísticos, por lo que 
se analizarán en detalle en el Módulo 8, dedicado a la Probabilidad. Para insertar el comando, hay 
que teclear qu. 
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Algunos comandos matemáticos requieren la introducción de más de un número. En general, cuando 
se utiliza el modo de visualización natural, los comandos se deben introducir en la calculadora de la 
misma manera como se escribirían a mano.  

A continuación se muestran tres ejemplos para los que hace falta más de una entrada: 

 

El primer ejemplo muestra la introducción por teclado de una fracción. Puedes presionar la tecla a 
primero e introducir después el numerador y el denominador, usando las teclas R yE del cursor, 
o puedes introducir 26 y después pulsar la tecla a. El uso de fracciones se analizará con más 
detalles en el Módulo 2. Fíjate que los números mixtos A pueden introducirse con qa. 

El segundo ejemplo muestra el uso de la calculadora para hallar el logaritmo en base 2 de 32: que 
corresponde a la potencia de 2 que se requiere para obtener 32. Pulsa primero la tecla i e 
introduce después 2 y 32, como se muestra en la figura, usando las teclas $ y ! para desplazarte. 
La idea matemática que hay detrás de los logaritmos se explora con más detalle en el Módulo 5.  

El tercer ejemplo muestra el número de combinaciones de 52 objetos tomados de cinco en cinco, lo 
que en matemáticas se representa mediante 52C5. La mejor manera de introducir este comando 
consiste en entrar primero el número 52 y utilizar después el comando nCr, al que se accede 
mediante qP . Finalmente se introduce el número 5. El resultado, en este caso, muestra que en 
una baraja completa de 52 cartas existen 2 598 960 manos diferentes de cinco cartas. Cálculos de 
este tipo se discuten con más detalle en el Módulo 8.  

Al utilizar comandos matemáticos, a menudo es necesario usar la tecla $ del cursor para salir de 
un comando antes de continuar escribiendo. El cursor permanecerá en el mismo comando hasta que 
se mueva fuera de él. Para ilustrar esta idea, estudia cuidadosamente las siguientes dos pantallas: 

 

En el primer caso, después de pulsar s, introducimos 9+16 y seguidamente presionamos 
=. El cursor se mantiene dentro del signo de la raíz cuadrada. En el segundo caso, después de 
entrar s9, presionamos $ para mover el cursor fuera de la raíz cuadrada y seguidamente 
introducimos +s16 para completar el comando.  Finalmente, se presiona =para obtener 
el resultado. Pruébalo por ti mismo para ver cómo funciona. 

A continuación se muestra otro ejemplo basado en la misma idea, pero en este caso usando 
fracciones: 

 

En la segunda pantalla se ha usado $ para salir de la fracción antes de añadir el 4.  

Por supuesto, siempre es posible utilizar paréntesis para aclarar significados en una expresión 
matemática, pero no siempre es necesario. Por ejemplo, en las tres pantallas siguientes, los paréntesis 
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son necesarios en el primer caso, pero no en el segundo, como se observa en la tercera pantalla, en la 
que la expresión matemática resulta más clara. 

 

Conviene desarrollar experiencia en la introducción de expresiones sin paréntesis, cuando sea 
posible, ya que lleva más tiempo introducir expresiones con paréntesis. 

Recuperación de comandos 

Quizá hayas reparado en una pequeña flecha hacia arriba que aparece en la pantalla de tu 
calculadora, a la derecha. Esta flecha indica que puedes usar la tecla de navegación E para 
recuperar los comandos de una lista de comandos. Cuando estés en la parte superior de la lista, la 
flecha apuntará hacia abajo. Cuando estés entre la parte superior e inferior de la lista de comandos 
recientes, se mostrará tanto una flecha hacia arriba como una hacia abajo, para indicar que se pueden 
recuperar comandos en cualquier dirección. A continuación se muestran estas tres posibilidades: 

 

Si desplazas el cursor para mostrar un comando anterior, puedes volver a introducirlo presionando 
=, o puedes editarlo primero utilizando las teclas!,$,o y presionando después =. Esta es 
una buena manera de llevar a cabo varios cálculos similares sucesivamente, sin tener que introducir 
los comandos completos cada vez. 

Existe un enfoque aún más sencillo para editar sólo el comando más reciente. Solamente tienes que 
presionar ! y luego editar el comando directamente. Por ejemplo, la siguiente pantalla muestra una 
estimación de casi 113 millones para la población de Filipinas en el año 2020 (que ascendía a 92 337 
852, según el censo del año 2010), con una tasa de crecimiento de la población del 2 % anual. 
Observa que una tasa de crecimiento del 2 % se puede calcular multiplicando por 1,02. 

 

La manera más sencilla de obtener una estimación de los últimos años, asumiendo que la tasa anual 
de crecimiento de la población se mantiene, consiste en presionar !, editar el comando para 
cambiar el exponente de 10 por el número que corresponda y finalmente presionar =. Las 
siguientes pantallas muestran los resultados para los años 2030 y 2040.  

 

La alta tasa de crecimiento de las Filipinas en el año 2010 dará lugar a una población de más de 167 
millones en el año 2040. El mismo proceso de cálculo podría utilizarse para predecir la población si 
se asume que la tasa de crecimiento se reduce drásticamente del 2 % al 1 %, como se muestra a 
continuación, donde se ha editado tanto el número de años como la tasa de crecimiento. 
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Como puedes observar, la población de Filipinas en el año 2020 se estima en casi 102 millones si la 
tasa de crecimiento se reduce un 1%, esto representa una cifra inferior en 10 millones a la prevista 
para una tasa de crecimiento del 2 %. Se pueden realizar predicciones sucesivas de este tipo de forma 
eficiente sin necesidad de introducir expresiones largas y complicadas más de una vez. 

La lista de comandos se borrará cuando apagues la calculadora o cambies de modo (como se 
describe más adelante), pero no se borrará cuando pulses la tecla C, por lo que es aconsejable 
mantener la calculadora en el mismo modo cuando creas que es probable que necesites realizar 
algunos cálculos del mismo tipo repetidamente. 

Notación científica y de ingeniería 

Cuando los números se vuelven demasiado grandes o demasiado pequeños como para caber en la 
pantalla, se escriben automáticamente en notación científica, que consiste en un número entre el 1 y 
el 10 y una potencia de 10. La forma precisa en que esto ocurre depende del formato del número 
decimal, lo que se describe más adelante en este mismo módulo. Las siguientes pantallas muestran 
dos potencias de 2 que requieren de la notación científica para ser expresadas. 

 

 
El valor exacto del primer resultado es 1 099 511 627 776, que no cabe en la pantalla, por lo que se 
ha realizado una aproximación usando la notación científica. Observa que el último dígito se ha 
redondeado hacia arriba. Del mismo modo, el segundo resultado es la aproximación del número 
0,000000000931322574615479 ... para que quepa en pantalla. 

Se pueden introducir números en la calculadora directamente usando la notación científica. Empieza 
por introducir un número entre el 1 y el 10, pulsa la tecla K e introduce después la potencia de 10 
correspondiente. Por ejemplo, la distancia media de la Tierra al Sol es de 1,495978875 × 108 km, lo 
que puede introducirse en notación científica, como se muestra en la siguiente pantalla: 

  

Observa que el exponente 8 no aparece en pantalla como un superíndice, si bien la calculadora lo 
interpreta como una potencia. En el modo actual para la visualización de los resultados, la 
calculadora no considera que el número sea lo suficientemente grande como para expresarlo en 
notación científica, por lo que se representa como un número, que indica que el Sol está, de 
promedio, a 149 597 887,5 km de la Tierra - una distancia media de casi 150 millones de kilómetros. 

La notación científica requiere que el primer número esté entre el 1 y el 10. Si introduces un número 
en notación científica de forma incorrecta usando la tecla K (es decir, si introduces un número que 
no está entre 1 y 10), la calculadora representará correctamente dicho número, como muestran las 
siguientes pantallas. 
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La notación de ingeniería es una manera diferente de interpretar los números muy grandes y muy 
pequeños. Consiste en usar la notación científica con potencias de 10 que sean múltiplos de 3. Esta 
notación resulta conveniente en muchas aplicaciones prácticas que implican mediciones, ya que las 
unidades a menudo tienen diferentes nombres según sean las potencias de 10. Por ejemplo, una 
distancia de 56 789 m se puede interpretar como 56,789 km o como 56 789 000 mm, como se 
muestra en las siguiente pantallas, donde se ha pulsado sucesivamente la tecla b. 

 

El número en sí no se ve modificado durante este proceso, pero sí lo hace su representación, para que 
su interpretación sea más sencilla. Observa también que las conversiones pueden realizarse en el 
sentido inverso usando las teclas qbX.  

Modos de la calculadora 

Hasta ahora, hemos utilizado la calculadora sólo para realizar cálculos. Sin embargo, puede utilizarse 
para explorar muchos otros aspectos de las matemáticas, a los que se accede desde varios modos. 
Para ver las diferentes opciones, pulsa w; obtendrás la pantalla que se muestra a continuación, en 
la que se observan los cuatro modos, comenzando por el modo Calcular, que es el que hemos 
utilizando hasta ahora. 

 

Puedes mover el cursor para resaltar diferentes modos y pulsar la tecla = para acceder al modo 
resaltado. Las siguientes pantallas muestran tres modos más, con sus iconos descriptivos. 

   

Para acceder  cualquiera de estos modos hay que pulsar la tecla w seguido del número 
correspondiente. Se explorarán todos los modos en profundidad en módulos posteriores. Por ahora, 
basta con una breve descripción de los otros tres modos. 

Modo 2: El modo Estadística se utiliza tanto para cálculos con una variable como para cálculos con 
dos variables. Dichos cálculos se tratan en los dos módulos dedicados a ambas estadísticas (módulos 
6 y 7, respectivamente). En este modo, pueden realizarse diversos cálculos estadísticos y explorar 
una variedad de modelos bivariantes. 

Modo 3: El modo Tabla se utiliza para construir tablas de valores de funciones, cosa que resulta muy 
útil en muchas aplicaciones, tales como el dibujo de gráficas y la resolución de ecuaciones. 
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En general, suele quedar claro en qué modo se encuentra la calculadora durante su actividad. Si no 
fuera así, siempre puedes pulsar la tecla w (dos veces) para mostrar/ocultar el nombre del modo. 
En el modo Estadística, el modo se visualiza cuando se pulsa la tecla C, como se muestra a 
continuación:  

   

Por lo general, cuando tu propósito sea realizar cálculos, conviene que utilices el modo Calcular. 
Aunque los cálculos pueden realizarse en otros modos, no siempre dispondrás de los beneficios que 
aporta la visualización en notación natural, tal y como se muestra en la segunda de las pantallas 
superiores, que corresponde al modo Estadística. En este módulo introductorio, te sugerimos que 
mantengas tu calculadora en el modo Calcular. Observa que la memoria de la pantalla de la 
calculadora se borra cuando cambias de modo. 

Comandos OPTN 

La tecla Tofrece un menú con opciones adicionales que son relevantes para cada modo y que no 
están disponibles directamente en el teclado. Por ejemplo, en el modo de Calcular, y en el modo 
Tabla proporcionan acceso a las funciones hiperbólicas y a los símbolos para las diferentes unidades 
angulares, como se muestra a continuación: 

   

De forma similar, en el modo Estadística, la tecla T proporciona acceso a diversas estadísticas 
numéricas. Exploraremos las capacidades particulares de estos comandos en posteriores módulos, a 
medida que sean relevantes. 

Configuración 

Te sugerimos que vuelvas a colocar tu calculadora en el modo Calcular, pulsando w1. La 
calculadora se puede configurar de varias maneras, en cualquiera de sus modos de trabajo, mediante 
el acceso a CONFIG (a través de qw). Al proceder de este modo, observarás que aparecen 
varias pantallas en el menú CONFIG, con la correspondiente barra de desplazamiento, situada a la 
derecha de la pantalla. Puedes desplazarte entre pantallas utilizando las teclas R y E del cursor y 
seleccionando después una pantalla de ajustes, tecleando el número que corresponda. A 
continuación, se muestran las tres primeras pantallas: 

   

 

Entrada/salida 

Pulsa 1 para ver las cuatro opciones disponibles. La pantalla de la calculadora se puede configurar 
para entrada en formato de visualización natural (Matemática) o en formato de una sola línea 
(Línea), pulsando la tecla que contenga el número asociado: 
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Los formatos de entrada matemática (E Mat) permiten introducir diversas expresiones matemáticas 
en la forma convencional; por lo general conviene utilizar estos formatos de entrada. Los formatos 
de entrada en línea (E Línea) dificultan la introducción de datos, ya que se limitan a una sola línea. 
Por ejemplo, las dos pantallas siguientes muestran la misma información, la primera muestra una 
suma de fracciones en el formato matemático y la segunda en el formato en línea. Además de tener 
diferentes apariencias, aunque se usa la misma tecla para introducir las fracciones, es más difícil 
introducir las fracciones en el formato en línea, ya que los números necesitan introducirse en 
exactamente el mismo orden en el que se escriben cuando se hace a mano. 

 

En el formato de salida en línea (S Línea), generalmente no aparecerán resultados exactos y los 
símbolos tendrán una apariencia un poco diferente (como se comprueba en las dos pantallas de las 
figuras superiores). 

A veces, los usuarios prefieren que los resultados de los cálculos aparezcan representados como 
aproximaciones decimales más que como números exactos (cosa que se puede conseguir tecleando 
q= o la tecla n). Si tú también prefieres que los resultados aparezcan de este modo, deberes 
escoger el formato de salida decimal para los resultados (S Decimal). Para ilustrar lo que se acaba de 
decir, a continuación se muestran dos pantallas con el mismo cálculo en formatos E Mat/S Decimal y 
E línea/ S Decimal, respectivamente. En este caso, cada formato da lugar a una aproximación 
decimal del resultado fraccionario exacto. 

 

Para ilustrar aún más las diferencias entre los formatos de Entrada/Salida, se muestran, a 
continuación, tres pantallas. Las dos primeras están en formato de entrada matemática (E Mat), pero 
mientras la primera muestra el resultado como un número exacto, con la salida matemática (S Mat), 
la segunda muestra un número aproximado, con la salida decimal (S Decimal). La tecla n te 
permitirá pasar de una a otra representación. La tercera pantalla se encuentra en formato E Línea/S 
Línea; sin embargo, en este caso, el uso de la tecla n no expresará el número en una representación 
exacta. 

 

Te sugerimos que experimentes con estos formatos para adaptarlos a sus necesidades y para entender 
las diferencias entre ellos, aunque te sugerimos que casi siempre utilices el modo de entrada 
matemática. 
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Unidades angulares 

La calculadora acepta los ángulos en grados sexagesimales, radianes o grados centesimales; la 
elección que se haya hecho en CONFIG se muestra en pantalla con un pequeño símbolo: D, R o G. 
Discutiremos las diferencias entre estas unidades angulares y sus usos respectivos en el Módulo 4. 
Tus elecciones, sin embargo, pueden sobrescribirse en la práctica durante cualquier cálculo, como se 
explicará en el Módulo 4. La mayoría de los usuarios dejan su calculadora en grados sexagesimales 
cuando se ocupan, en general, de problemas prácticos y la configuran en radianes si se ocupan de 
problemas teóricos. Te sugerimos que dejes de momento tu calculadora en grados sexagesimales. 

Formato de número  

Existen algunas opciones con respecto a la forma en que se muestran por pantalla los números 
decimales. Puedes seleccionar Fijar decimales (1) para especificar el mismo número de cifras 
decimales para todos los resultados, seleccionar la notación científica, Not científica (2) o elegir la 
notación normal, Normal (3). A veces, fijar el número de decimales (Fix) o seleccionar la notación 
científica (Sci) puede resultar muy útil (por ejemplo, para asegurar que todos los resultados se dan de 
manera similar, especialmente cuando los resultados son valores monetarios), pero creemos que por 
lo general es mejor elegir los formatos decimales normales, permitiendo, así, que la calculadora 
muestre tantas cifras decimales como convenga. 

Cuando se elige Normal, se dispone de dos opciones, llamadas Normal 1 y Normal 2. Las dos 
opciones son prácticamente iguales, excepto por el hecho que Normal 1 expresa de forma rutinaria 
los números muy pequeños en notación científica, no así Normal 2. Por ejemplo, las dos últimas 
pantallas de la figura inferior muestran el mismo cálculo después de seleccionar Normal 1 y Normal 
2, respectivamente, y usar q= para forzar un resultado decimal. 

   

Sugerimos el uso de Normal 2, pero puedes decir por ti mismo que formato seleccionar, ya que es 
esta una cuestión de preferencias personales que también depende del tipo de cálculos que 
generalmente desees completar. A continuación, se muestra el mismo número con sus decimales 
representados  de las tres maneras: Fix, Sci y Norm, respectivamente:  

 

Observa que tanto Fix como Sci aparecen en la parte superior de la pantalla cuando se seleccionan 
dichos formatos. Cuando selecciones Fix, necesitarás también seleccionar el número de cifras 
decimales que se mostrarán (en la primera pantalla de la figura superior se muestran 5 cifras 
decimales). Cuando selecciones Sci, tendrás que seleccionar también el número de dígitos que han de 
mostrarse (en la segunda pantalla de la figura superior se muestran 5 dígitos, por eso se muestran 
cuatro cifras decimales y una cifra a la izquierda del punto decimal). 

Resultado de fracción 

El menú CONFIG ofrece la posibilidad de elegir entre dos maneras distintas de expresar el resultado 
de una operación con fracciones: como un número mixto (usando 1: ab/c) o como una fracción 
impropia (usando 2: d/c).    
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Como se verá en el siguiente módulo, los resultados pueden pasarse fácilmente de una a otra forma 
pulsando la tecla N (a la que se accede mediante qn), por lo que la opción que se elija para 
el resultado de la fracción en la pantalla de CONFIG no es realmente importante. Para ilustrar los 
efectos de las elecciones, en las pantallas inferiores se muestra el mismo cálculo en cada uno de los 
formatos descritos.  

 

Símbolo decimal 

En la tercera pantalla del menú CONFIG puedes seleccionar la opción Símbolo decimal para elegir si 
quieres que la coma decimal se represente mediante un punto o mediante una coma. Elige la opción 
que sea más apropiada en tu país. A continuación se muestran las dos opciones.  

 

Separador de dígitos 

Se trata de una opción del menú CONFIG que se refiere a la visualización de números grandes. Si se 
selecciona la opción Separar dígitos, los números se separan cada tres dígitos por un espacio. A 
mucha gente le resulta más fácil leer números cuando se escriben de este modo, y nosotros usaremos 
con frecuencia este sistema durante el módulo. Las primeras dos pantallas de la siguiente figura 
muestran ejemplos con y sin la selección de esta función. La tercera ventana muestra cómo funciona 
la separación de dígitos en el caso de números grandes que no son enteros; observa que solo los 
dígitos a la izquierda del punto decimal están agrupados. 

 

ClassWiz utiliza un espacio, en lugar de un punto o una coma, para separar los dígitos, con el fin de 
evitar cualquier confusión con varios sistemas numéricos nacionales, que utilizan estos dos símbolos 
para representar los números decimales. 

Contraste  

Puedes seleccionar Contraste para ajustar el contraste de la pantalla y ajustarlo a tus condiciones de 
iluminación.   
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Mantén pulsadas, o pulsa repetidamente, las teclas ! o $ del cursor hasta que el contraste sea el 
adecuado. En general, es mejor dejar el contraste en un punto medio entre demasiada luz y 
demasiada oscuridad, aunque esto es también una preferencia personal. 

Memorias  

Los resultados de los cálculos se pueden almacenar en las memorias, para ser recuperados después. 
Esto resulta muy conveniente a la hora de recuperar datos que deseas usar varias veces o para 
almacenar resultados intermedios. Se dispone de dos tipos de memorias: las variables de memoria 
(designadas con letras, de la A a la F, así como con x e y) y la memoria independiente (designada con 
M).  

Para almacenar en una variable de memoria un resultado que se muestra en pantalla, presiona la tecla 
J (store, “almacenar”). Este procedimiento es aplicable a los números introducidos por pantalla y 
a los resultados de los cálculos que se hayan realizado. Observa que la pantalla de la calculadora 
muestra, entonces, un símbolo para indicar que un valor se almacena en memoria. Seguidamente, 
pulsa la tecla que corresponde a la variable de memoria en la que quieres almacenar el dato. La 
variable aparece en letras rojas, en el teclado, sobre las teclas correspondiente. Por ejemplo, la tecla 
que corresponde a B es x y la que corresponde a x es ). Observa que existe una tecla especial 
para x en la parte superior derecha de la calculadora; dicha tecla usa la misma memoria que la 
variable x situada sobre la tecla ). Las pantallas representadas en la siguiente figura muestran el 
proceso por el cual se almacena el valor 7 en la memoria B. Ten en cuenta que a la hora de 
almacenar datos en memoria no se usa ni la Q ni la tecla =. 

 

 

Ahora puedes considerar B como una variable, con un valor actual igual a 7. Para recuperar el valor 
actual de una variable, pulsa la tecla Q seguida de la tecla sobre la que se encuentra la variable en 
cuestión. No es necesario usar la tecla Q si se utiliza la variable x: en este caso basta con utilizar 
[. Las variables de memoria se utilizan en la calculadora de la misma manera que en álgebra, 
como se muestra a continuación, después de almacenar el valor 8 en la variable A.  

 

Si deseas cambiar el valor de una variable, tienes que almacenar un número diferente, ya que todo 
almacenamiento en memoria reemplaza a cualquier valor existente previamente. Apagar la 
calculadora o cambiarla de modo no elimina los contenidos de las memorias.  

Puedes eliminar los datos almacenados en las variables de memoria mediante q9, aunque no es 
necesario hacerlo, ya que al almacenar un número, este sustituye al número almacenado con 
anterioridad. 

La memoria independiente (M) funciona de un modo ligeramente diferente a las variables de 
memoria, aunque también puedes usarla como una variable de memoria si lo deseas. La diferencia 
principal entre los dos tipos de memorias consiste en que puedes sumar o restar números a la 
memoria, usando m o qm (M-), respectivamente.  
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Las primeras dos pantallas que se muestran a continuación muestran cómo puede usarse M para 
almacenar (2 + 3) + (7 × 8), mientras que la tercera pantalla muestra el resultado de recuperar el 
valor almacenado en M.   

 

No es necesario pulsar la tecla = en ninguno de los pasos anteriores, excepto para recuperar el 
valor de M. Ten en cuenta que siempre que M contenga un número distinto de cero, aparecerá una M 
indicativa de esta situación en la parte superior de la pantalla. La manera más sencilla de borrar el 
contenido de M es almacenar un cero en memoria (0Jm), como se muestra en la siguiente 
figura. Conviene que borres la memoria antes de iniciar una nueva serie de adiciones a M.  

  

Si utilizas las memorias con regularidad, puede ser difícil recordar qué valores han sido 
almacenados. El comando RECALL, al que se accede mediante qJ, muestra en pantalla y de 
una sola vez las 9 memorias.  

  

Una memoria de la calculadora muy útil es M, que recupera el resultado del cálculo más reciente.  
Por ejemplo, la pantalla siguiente muestra el cálculo 7,4 × 18,3. Cuando se introduce, a continuación, 
+5.1=, la calculadora asume que el valor 5,1 se añade al resultado anterior, que se 
designa como Ans, ya que no hay un ningún número antes del signo +. (Ans no fue introducida por el 
usuario.) 

 

Cuando un resultado previo no se va a usar inmediatamente, a diferencia del caso anterior, la 
memoria Ans se puede recuperar con M, como se muestra en las siguientes pantallas, en las que se 
determina el resultado de 265 – (7,4 × 18,3) después de calcular, primeramente, el valor que se 
encuentra entre paréntesis: 

 

Utilizaremos la tecla Mextensamente en el Módulo 9, donde se utiliza especialmente. 
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Reiniciación de la calculadora 

Por último, si bien no es necesario reiniciar la calculadora antes de su uso, es la manera más sencilla 
y eficaz de recuperar simultáneamente todos los ajustes predeterminados. Después de encender la 
calculadora con la tecla W, presiona q 9 para que se muestre el menú RESET, que aparece en 
la primera pantalla de la figura que se muestra a continuación. 

   

Presiona 3 para seleccionar Iniciar Todo y, seguidamente, presiona la tecla = para completar el 
proceso. La segunda pantalla de la figura superior muestra el mensaje que resulta, mientras que la 
tercera ventana muestra que la configuración por defecto conlleva el formato de entrada matemática, 
así como los grados sexagesimales para la unidad de medida de los ángulos. La tercera ventana 
muestra también que todos los comandos previos se han perdido, así como cualquier dato 
almacenado en la calculadora. 

Como muestra la pantalla de arriba, puedes optar por borrar solo los ajustes de datos o las memorias, 
si así lo deseas.  

Muchos usuarios no necesitan reiniciar nunca su calculadora, por lo que no tienes por qué sentir que 
debes hacerlo. 
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Ejercicios 
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudarte a desarrollar tus habilidades con la calculadora. 

1. Usa la calculadora para hallar 73 + 74 + 75 + 760 + 77 + 78. Deberías obtener un resultado de 
1137.  Edita el comando anterior, cambiando 760 por 76, y comprueba que la suma resultante es 
ahora 453. 

2. Expresa la raíz cuadrada de 32 como un número exacto y como un número decimal.  

3. Halla cos 52o. 

4.  La hipotenusa de un triángulo rectángulo con catetos 7 y 11 puede hallarse calculando √7� + 11�. Expresa esta longitud como número decimal. 

5. Usa la calculadora para evaluar el resultado de 
��
� : �	�
 . Expresa el resultado como nombre 

mixto.  

6. Determina 10 potencias más a partir de la séptima potencia de 17.  

7. Halla log381.  

8. Cuando cada una de las n personas que ocupan una habitación estrecha su mano con el resto, se 
producen nC2 apretones de manos. ¿Cuántos apretones se producirán en una habitación en la 
que hay un profesor y 38 alumnos?   

9. Evalúa 38!, que coincide con el número de diferentes ordenaciones en las que se pueden 
disponer alineados los alumnos de la actividad anterior.   

10. Halla el valor absoluto de 3,4 – 7,81, que se representa en notación matemática usual como |3,4 − 7,81| .  
11. Usa la calculadora para evaluar √2 + √3 con tres cifras decimales.   

12. Evalúa ��4,1� + 5,3���. 
13. Como se ha señalado en este módulo, la población de las Filipinas alcanzó las 92 337 852 

personas, según el censo del año 2010. Si la población sigue creciendo al 2%, utilizar la 
calculadora para determinar aproximadamente cuándo alcanzará la población los 150 millones 
de personas. (Pista: Para determinarlo, introduce un comando y edítalo sucesivamente hasta que 
obtengas el resultado deseado.) 

14. Cambia el modo de la calculadora para utilizar la visualización natural, pero proporcionando las 
respuestas siempre como decimales en modo línea. Comprueba que lo has hecho correctamente 
evaluando √50.  

15. Cambia la configuración para que se muestren los resultados con dos cifras decimales. 
Comprueba que lo has hecho correctamente hallando el valor decimal de la raíz cuadrada de 11.  

16. Halla la raíz cuadrada de 1,4 x 1017, usando la tecla K, para introducir el número.  

17. Asigna a las variables de memoria A, B y C los valores 7, 8 y 9, respectivamente. Evalúa 
seguidamente AB2C. Cambia el valor de C por 5 y reevalúa la expresión.  

18. Calcula la raíz cuadrada de 34,5, pero no anotes el resultado.  Usa la memoria Ans para dividir 
8888 por el resultado de dicha raíz.   
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Notas para los profesores  
Este módulo es importante para los nuevos usuarios de la ClassWiz, ya que se tratan muchos 
aspectos de la calculadora que se darán por conocidos en los siguientes módulos. El texto de este 
módulo está pensado para los estudiantes y les ayudará a ver cómo se puede hacer un uso eficaz de 
la calculadora para realizar varios tipos de cálculos. Dependiendo de la edad y del nivel de 
sofisticación de los estudiantes, algunas partes de esta introducción pueden, con toda seguridad, 
pasarse por alto y dejarse para más adelante. 

Como principio general, anima a tus estudiantes a prestar atención a las pantallas de sus calculadoras 
para asegurarte de que entienden lo que están viendo. Una valiosa estrategia consiste en pedirles que 
predigan lo que sucederá antes de que presionen la tecla =. Realizar predicciones les ayudará a 
considerar cuidadosamente aquello que se le pide hacer a la calculadora. De hecho, puede ser una 
lección poderosa y útil para los estudiantes realizar predicciones que resulten ser incorrectas, lo que 
puede animarles a considerar por qué sus predicciones no se producen. 

Puede ser una buena idea hacer que los estudiantes trabajen en parejas, especialmente para que 
cuando se queden atascados puedan discutir juntos sus ideas y aprender los unos de los otros. Si 
dispones de un emulador y un proyector podrás mostrar algunas operaciones de la calculadora a toda 
la clase, o permitir que lo hagan los estudiantes. También es una buena oportunidad para subrayar la 
necesidad de entender exactamente lo que se muestra por pantalla y modelizar el proceso de 
predicción de los resultados de una operación particular. 

Los ejercicios que se encuentran al final de este módulo se realizan mejor de manera individual, de 
forma que los alumnos adquieran destreza en el uso eficaz de la calculadora. Al final de la página se 
proporcionan respuestas breves a las actividades propuestas. A algunos profesores les puede resultar 
cómodo proporcionar las respuestas a los alumnos junto con los ejercicios, de modo que puedan 
comprobar su propio progreso y buscar ayuda cuando sea necesario. Por supuesto, esta es tu 
elección. El uso de un proyector y de un emulador, si dispones de ellos, pueden resultarte 
convenientes para mostrar métodos eficaces en algunos de los ejercicios que se plantean.    

Posteriores módulos contarán, también, con algunas actividades que los alumnos habrán de explorar, 
pero este módulo introductorio se focaliza en asegurarse que las operaciones generales de la 
calculadora y los ajustes se entienden bien, lo que, posteriormente, permitirá trabajar con la 
calculadora de un modo más eficaz. No obstante, como resultado de esta introducción, algunos 
estudiantes pueden hallar aspectos de las matemáticas que les apetezca explorar con más detalle. 
Sugerimos que se les permita hacerlo, ya sea por sí mismos o con otros estudiantes, ya que una 
herramienta de este tipo ofrece muchas oportunidades para el aprendizaje matemático mediante la 
participación en clase 

Soluciones de los ejercicios 

1. Autocorrección   2. 4√2, 5,657   3. 0,616   4. 13,038  5. 
��

��  , 8 

��
��  6. 177 + 10 = 410 338 683    7. 4   

8. 39C2 = 741   9. 5,230 × 1044   10. Usa q( para calcular |3,4 – 7,81| = 4,41   11. Usa q= 
para conseguir 3,146 directamente  12. 13 508,7714   13. Usa 92337852 × 1,0220 y edita el 
exponente para conseguir la mejor aproximación: sobre los 25 años. Por eso 2035 es el año 
requerido.   14. 7,071 (en lugar de 5√2)   15. 3,32    16. 374 165 738,7   17. 4 032; después de 
almacenar C = 5, usaE para recuperar la expresión y pulsa= para conseguir el nuevo resultado de 
2 240   18. Después de hallar la raíz del número, usa 8 888 ÷ Ans para conseguir el resultado de 
7,467  
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Módulo 2   
Representación de números  

Un número puede representarse de muchas formas distintas. Puedes usar tu ClassWiz para 
mostrarlas y ver como se relacionan las unas con las otras. En este módulo, usaremos el modo 
Calcular: teclea w1 para hacerlo. Asegúrate que tu calculadora está configura en el modo        
E Mat/S Mat y Normal 2. Usa el menú CONFIG si fuera necesario. 

Representación de decimales 

Cuando introduces un número decimal en la calculadora y pulses la tecla =, el número aparece, 
generalmente, en forma de fracción. La calculadora muestra, normalmente, la fracción irreducible, 
como se muestra a continuación: 

  

Como puedes observar, 0.7 y 0.70000 son el mismo número y pueden ser representados por la 
fracción siete décimos. Existen otras maneras de representar el mismo número, como se muestra a 
continuación: 

  

Aunque no es aconsejable, a veces los usuarios escriben números decimales entre el 0 y 1 sin añadir 
el cero inicial, como se muestra en la última pantalla de la figura superior. La calculadora, no 
obstante, seguirá reconociendo la expresión como el mismo número. 

Si prefieres que un número se represente en forma decimal en lugar de como fracción, puedes 
pulsar la tecla Standard to Decimal, n, tan pronto como la fracción aparezca por pantalla. 
Observa que pulsando la tecla n otra vez el número vuelve a aparecer en forma fraccionaria. Las 
siguientes dos pantallas muestran como tiene lugar este proceso: puedes alternar entre las 
representaciones decimal y fraccionaria de 14 : 20 pulsando repetidamente la tecla n.  

  

Si ya sabes de antemano que preferirás la representación decimal a la fraccionaria (por ejemplo, al 
final de un cálculo), puedes evitar que aparezca primero la forma fraccionaria pulsando la tecla q 
antes de presionar la tecla =. (Observa el símbolo de aproximación ≈ que figura sobre la tecla 
=). Inténtalo tú mismo. 

La calculadora no representará siempre un decimal como fracción. Si el denominador de la fracción 
irreducible requiere más de cuatro dígitos, el número de representará automáticamente como 
decimal. Por ejemplo, el número decimal 0,34567 puede representarse como una fracción con un 
denominador grande: 

0.34567 = 34567100000 
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En estos casos, la tecla n no cambiará el número de forma decimal a forma fraccionaria, como se 
muestra en la pantalla inferior. Observa que, en cambio, los números con muchas cifras decimales 
seguirán viéndose en forma de fracción si el correspondiente denominador es lo suficientemente 
pequeño. 

  

Cuando un número decimal es mayor que 1, la fracción correspondiente tiene el numerador mayor 
que el denominador. Las fracciones de este tipo pueden representarse de dos maneras distintas: 
como fracción (impropia) y como número mixto. Las diferentes posibilidades de representar el 
número 1,7 se muestran es las siguientes pantallas: 

  

Las dos formas de representar el número 1,7 como fracción son correctas. La primera muestra una 
fracción impropia, con el numerador mayor que el denominador, y la segunda muestra la fracción 
como número mixto. La forma cómo se representa la fracción puede alterarse mediante el comando 
N, al que se accede pulsando q n. Si pulsas qn repetidamete, puedes pasar de una 
forma a la otra y elegir la que prefieres. 

Para cambiar la forma que usa la calculadora para expresar las fracciones automáticamente, entra en 
CONFIG y pulsa 4 para seleccionar Result fracción. Observa que puedes elegir entre 1: ab/c, para 
expresar las fracciones impropias en forma de número mixto o 2: d/c, para expresarlas en forma de 
fracción, como se muestra en las pantallas inferiores. Repite los cálculos anteriores para comprobar 
el efecto de seleccionar una u otra de estas opciones. 

    

Representación de fracciones 

Las fracciones se introducen pulsando la tecla a y se visualizan al presionar la tecla =. Si una 
fracción ya está en su forma irreducible, se muestra nuevamente como tal al presionar la tecla =, 
pero si la fracción se puede simplificar, la calculadora muestra automáticamente la fracción 
irreducible correspondiente. Las siguientes dos pantallas muestran ejemplo de cada una de estas 
posibilidades. 

  

Existen muchas fracciones diferentes que pueden representarse mediante la fracción irreducible dos 
quintos. A continuación se muestran cinco ejemplos: 
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Obsérvalas con atención. Probablemente puedas encontrar muchos otros ejemplos de fracciones que 
se representan en la calculadora como dos quintos. Dado que todas esas fracciones representan el 
mismo número (es decir, dos quintos o 0.4), se definen como equivalentes. Las fracciones 
equivalentes son muy útiles para entender el funcionamiento de las fracciones. 

Representación de porcentajes 

Los porcentajes son un caso particular de fracciones con denominador 100. Así, 57 % es una manera 
abreviada de escribir 57/100, que es el mismo número que 0,57. Puedes introducir porcentajes en la 
calculadora usando la tecla &, (que se obtiene al teclear q M). Observa que la representación 
estándar de 57% es una fracción, si bien puedes ver la representación decimal correspondiente 
usando la tecla n. 

  

Algunos porcentajes pueden representarse como fracciones equivalentes con denominador menor 
que 100, como muestran las siguientes pantallas.  

  

Observa en las siguientes pantallas la relación entre los porcentajes y los números decimales:  

  

El número que figura antes del signo porcentual es siempre 100 veces la representación decimal (ya 
que los porcentajes son fracciones con denominador 100). En consecuencia, para representar un 
número como porcentaje, primero hay que representarlo como decimal y seguidamente 
multiplicarlo por 100. Deberías ser capaz de realizar el último cálculo mentalmente. 

  

En el ejemplo anterior, para saber qué porcentaje representa 23/40, la calculadora muestra que 
23/40 es 0,575, de manera que deberías ser capaz de ver que corresponde a 57,5%. 
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Decimales periódicos 

Ya debes haber notado que muchas fracciones, cuando se representan como número decimal, 
necesitan toda la pantalla de la calculadora para mostrarse. Normalmente, esto se debe a que el 
número en cuestión es un decimal periódico, es decir, tiene infinitas cifras decimales. A 
continuación se muestran dos ejemplos: 

  

En notación matemática, los decimales periódicos se representan colocando una barra, un arco o un 
punto sobre las cifras decimales que se repiten. Así, generalmente, se escriben de la forma: 

1
0,3

3
= &  y 

14
0,14

99
=  

Si introduces una fracción en la calculadora y presionas la tecla ndespués de pulsar la tecla =, 
obtendrás, directamente, el decimal periódico expresado en la forma matemática habitual, tal como 
muestran las siguientes pantallas: 

    

Para introducir directamente un número decimal periódico debes usar el comando :, al que se 
accede pulsando Qs. A continuación se muestran dos ejemplos: 

  
Si no quieres que los números decimales periódicos aparezcan en la notación matemática habitual, 
puedes modificar las opciones de configuración pulsando qwy, seguidamente, la tecla R del 
cursor, para acceder a la segunda pantalla, en la que habrás de seleccionar la opción 3: Dec 
Periódico. 

   

Potencias 

Las potencias aparecen cuando un número se multiplica por sí mismo repetidamente. Así, 6 × 6 × 6 
× 6 se denomina seis a la potencia cuarta, seis a la cuarta potencia o seis elevado a cuatro, y se 
escribe 64. Existe una tecla especial para evaluar potencias, ^. Para introducir una potencia 
introduce primero la base (en este caso 6), pulsa la tecla ̂  y, seguidamente, introduce el 
exponente. Observa que la potencia está escrita en una fuente ligeramente más pequeña que la base. 
Pulsa = para ver el resultado, como se muestra en la pantalla inferior: 
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Si el exponente es más que un simple número, puedes introducirlo directamente. Por ejemplo, 
observa atentamente la primera de las siguientes pantallas, que muestra 4 elevado a la potencia de 2 
+ 3.  

  

Cuando realices operaciones con potencias, puede ser que necesites desplazar el cursor de la 
calculadora fuera del exponente. Usa la tecla $ para terminar de escribir la potencia y continuar 
escribiendo la expresión que corresponda. Date cuenta que hay una diferencia significativa entre 
42+3 y 42 + 3. La primera de estas expresiones significa 4 × 4 × 4 × 4 × 4, mientras que la segunda 
significa 4 × 4 + 3.  

Una importante y conocida propiedad de las potencias consiste en que al multiplicar potencias de la 
misma base sus exponentes se pueden sumar. Por ejemplo, 42 × 43 = (4 × 4) × (4 × 4 × 4) = 4 × 4 × 
4 × 4 × 4 = 45 = 1024. Presta atención a las siguientes pantallas para ver la representación de esta 
propiedad. Necesitarás usar la tecla  $ antes de introducir el signo de la multiplicación.  

  

Las potencias también pueden elevarse a potencias, pero debes ser muy cuidadoso al introducir las 
expresiones. Por ejemplo, la tercera potencia de 52 es 52 × 52 × 52, que puede escribirse como (52)3. 
Necesitarás introducir los paréntesis en la calculadora y presionar la tecla $ después de introducir 
la primera potencia y antes de cerrar el paréntesis, como se muestra a continuación: 

  

Comprueba por ti mismo que el resultado es el mismo que 56, ya que los exponentes de las 
potencias con igual base pueden sumarse, tal como se explicó anteriormente: 2 + 2 + 2 = 6. Observa 
que, en este caso, los exponentes pueden multiplicarse.  Comprueba por ti mismo en la calculadora 
que (52)3 proporciona el mismo resultado que (53)2, ya que 3 × 2 = 2 × 3.  

Si se omiten los paréntesis, la calculadora asume que la potencia se aplica al número 
inmediatamente anterior, por lo que la expresión que figura en las siguientes pantallas, que se han 
obtenido al presionar dos veces seguidas la tecla ^, se interpreta como 5 elevado a 23 o 5 elevado 
a 8.   
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Aunque siempre puedes usar la tecla ^ para evaluar potencias, algunas veces resulta conveniente 
usar la tecla especial d para hallar las potencias cuadradas y cúbicas. Observa que para introducir 
potencias cúbicas debes presionar las teclas q d. Los comandos anteriores proporcionan los 
mismos resultados que los que se obtienen a partir de la tecla de potencia (aunque la calculadora 
realiza los cálculos de formas ligeramente diferentes), pero resultan muy útiles a la hora de evaluar 
expresiones complicadas, ya que no requieren el uso de las tecla $ para desplazar el cursor fuera 
de los exponentes.   

  

Los comandos anteriores resultan muy útiles para evaluar expresiones matemáticas que involucran 
cuadrados y cubos, lo que permite calcular, por ejemplo, áreas y volúmenes. La pantalla inferior 
muestra cómo se usa la calculadora para encontrar el área exacta de un círculo de 8 cm de radio. 

  

Quizá te sorprenda descubrir que puedes usar exponentes que no son números enteros, tales como 
fracciones y decimales. Un ejemplo es la potencia un medio, que se introduce pulsando la tecla de 
fracción una vez se ha pulsado la tecla ^, tal y como muestran las pantallas inferiores. En la 
segunda pantalla, has de usar la tecla $ dos veces: la primera vez para desplazar el cursor fuera de 
la fracción y la segunda vez para desplazar el cursor fuera del exponente, antes de presionar el signo 
de la multiplicación. 

  

Nota que la segunda pantalla muestra nuevamente que los exponentes de las potencias con la misma 
base pueden sumarse, proporcionando, en este caso, el resultado 5½ × 5½ = 5½+½ = 51  = 5.  

Factores 

Los divisores de un número (entero) son aquellos números (enteros) que los dividen exactamente. 
Por ejemplo, los divisores de 12 son 1, 2, 3, 4, 6, y 12. La mayoría de los números tienen varios 
divisores (y se denominan números compuestos), mientras que otros, menos frecuentes, tienen solo 
dos divisores: el propio número y el 1. Este segundo grupo de números se denomina números 
primos y son muy importantes en matemáticas, especialmente en la rama de las matemáticas 
conocida como Teoría de Números. 

Los primeros números primos son 2, 3, 5, 7, 11, 13, …   

La calculadora dispone de un comando especial, FACT, que permite representar los números 
enteros como producto de sus divisores primos. A estos divisores primos que aparecen como 
productos se les denomina factores. Por ejemplo, la primera de las pantallas adjuntas muestra un 
producto de dos números enteros, representado como otro número entero, 20664.  

Una vez se ha obtenido el resultado, pulsa qx para acceder al comando FACT, que permite 
obtener los factores primos del número, como se muestra en la segunda de las pantallas que se 
muestran a continuación: 
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No se incluye el 1 como factor primo, ya que no se le considera un número primo. Todo número 
entero positivo puede representarse como el producto de un único conjunto de factores primos (lo 
que se conoce en matemáticas como factorización única). Si el 1 se considerase un número primo, 
no se cumpliría el principio de la factorización única. 

Puedes verificar la factorización de un número multiplicando el conjunto de factores primos.  

  

También puedes usar el comando FACT para explorar la forma en que las potencias de números 
enteros se combinan cuando se multiplican o dividen, tal y como se muestra en las siguientes 
pantallas: 

 

Observa la diferencia entre el primer y el tercer ejemplo: la calculadora no representa el producto de 
65 × 64 como 69, ya que 6 no es un número primo. En lugar de esto, representa el resultado en 
términos de sus factores primos 2 y 3. Las siguientes pantallas muestran cómo la calculadora 
representa números como producto de sus factores primos: 

  

Siempre es complicado determinar los factores primos de los números enteros grandes, y la 
calculadora no es capaz de hacerlo para algunos números muy grandes. A continuación se muestran 
tres ejemplos: 

 

En el primer ejemplo, la calculadora es incapaz de hallar todos los factores primos de 6 389 657 
166, ya que no puede determinar si 18 049 879 es primo o no. Esto se muestra mediante el 
paréntesis que rodea el resultado. En la segunda pantalla, la calculadora no es capaz de determinar 
ninguno de los factores de 6 389 657 167, aunque resulta del producto de dos números primos 
grandes (80 263 y 79 609). De forma análoga, en la tercera pantalla, la calculadora ha identificado 
que 6 389 657 168 tiene cuatro factores primos de 2, pero es incapaz de determinar si existe o no 
algún factor primo del número 399 353 573, lo que se indica nuevamente mediante el uso de los 
paréntesis.  

Es importante interpretar las pantallas correctamente: los números entre paréntesis podrían ser 
números primos, pero también podrían ser números compuestos; la calculadora es incapaz de 
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discernirlo. En el caso anterior, el número entre paréntesis de la primera pantalla es un número 
primo, mientras que el de la tercera pantalla no lo es, aunque la calculadora es incapaz de hallar los 
factores correspondientes, como se muestra en la siguiente pantalla: 

 

Análogamente, si los números son tan grandes que sólo se pueden representar usando la notación 
científica, la ClassWiz no podrá encontrar sus factores primos. 

Notación científica 

Como se ha señalado en el Módulo 1, puedes utilizar CONFIG para visualizar los números en 
notación científica. Sin embargo, cuando los números son demasiado grandes o demasiado 
pequeños para ser representados como decimales o fracciones, la calculadora los representa 
automáticamente utilizando la notación científica. Por ejemplo, existe una famosa fábula sobre el 
inventor del ajedrez, quien pidió, a modo de recompensa por su invento 1 grano de arroz en el 
primer recuadrado, el doble de esta cifra en el segundo recuadro, el doble de la cifra anterior en el 
tercer recuadro, y así sucesivamente hasta el recuadro número 64. El número de granos de arroz que 
habrían de colocarse en el recuadro 64 se muestra en la primera de las pantallas que se muestran a 
continuación.  

  

De forma similar, dado que se asume que la luz viaje a 299 792 458 m/s, el número de segundos 
que tarda la luz en cruzar una hoja de papel de 210 mm de ancho se muestra en la segunda pantalla. 

En ambos casos, la calculadora ha representado el resultado en notación científica. Ambas 
respuestas son aproximaciones, ya que la calculadora tiene solo un número limitado de dígitos que 
pueden mostrarse. El resultado del tablero de ajedrez es 9,223372037 × 1 000 000 000 000 000 000, 
o  

9,223372037 × 1018 ≈ 9 223 372 037 000 000 000 

De hecho, el resultado correcto (demasiado grande para que la calculadora lo muestre) es 9 223 372 
036 854 775 808.  

Los números se pueden introducir en la calculadora directamente en notación científica usando la 
tecla de la multiplicación seguido de la tecla de potencia o usando la tecla especial para potencias 
de 10. Sin embargo, es más eficiente usar la tecla especial para la notación científica, K. A 
continuación se muestran los tres métodos: 

 

Después de introducir 9,223, la primera ventana de la izquierda muestra O10^18=; 
la ventana del centro,Oqg18=, y la ventana de la derecha, K18=. Los 
resultados son los mismos, pero el número de teclas que hay que pulsar (7, 5 y 4, respectivamente) 
difiere en cada caso.  
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La tecla especial para la notación científica no requiere usar teclas distintas para el signo de la 
multiplicación y para la potencia, por lo que es más eficaz; observa que la pantalla no muestra la 
potencia de diez como potencia, aunque el resultado indica que la interpreta correctamente como 
tal. 
La introducción de números en notación científica usando la tecla K ayuda a ver cómo se 
realizan los cálculos con potencias de diez. Estudia las pantallas que se muestran a continuación 
para ver ejemplos de sumas, multiplicaciones y divisiones de 4 × 1017 y 2 × 1017. 

 

Raíces 

La raíz de un número es aquel otro que elevado a una potencia da lugar al primer número. La raíz 
cuadrada de un número, por ejemplo, puede elevarse al cuadrado para dar lugar al propio número. 
En la calculadora, la tecla de la raíz cuadrada s se usa para encontrar raíces cuadradas. Observa 
en la primera de las pantallas que se muestran a continuación que la calculadora ofrece por defecto 
el resultado exacto de la raíz cuadrada de 3. Puedes presionar la tecla n para hallar una 
aproximación numérica. (Alternativamente, también puedes usar q=.) 

  

 
En cualquiera caso, se puede comprobar que la raíz cuadrada es correcta pulsando la tecla d, o, en 
su defecto, multiplicando la raíz cuadrada por sí misma. Estas dos alternativas se muestran a 
continuación: 

  

Ten en cuenta que la calculadora eleva al cuadrado la última respuesta (llamada Ans) cuando se 
pulsa la tecla d. El resultado es 3, ya que la raíz cuadrada de 3, cuando se eleva al cuadrado, debe 
ser 3, por definición. También puedes haber observado en la sección anterior que se obtuvo la raíz 
cuadrada de 3 mediante la potencia 3½ . Comprueba, mediante comparación, las respuestas. 

Puedes ver algunas propiedades de las raíces cuadradas analizando las raíces cuadradas de números 
compuestos: 

 

La calculadora dispone de comandos directos para introducir otras raíces, además de la raíz 
cuadrada. Las raíces cúbicas se introducen directamente con el comando S, disponible a través 
de qs, mientras que el resto de raíces se introducen con el comando F, al que se accede 
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mediante q^. Estos dos comandos se muestran en las dos primeras pantallas; observa la 
relación entre las raíces y las potencias que se muestra en las dos últimas pantallas. 

 

A diferencia de los comandos para las raíces cuadradas, la calculadora sólo proporciona 
aproximaciones numéricas para las otras raíces, a menos que sean números enteros, como se 
muestra arriba. 

Observarás que los cálculos relativos a las raíces, las potencias y las fracciones pueden realizarse 
con la calculadora, aunque tendrás que utilizar las teclas del cursor para moverte y en ocasiones los 
paréntesis para construir expresiones en la notación matemática correcta. He aquí dos ejemplos: 

  

Recíprocos 

Existe una tecla especial para construir recíprocos. Se trata de la tecla u. Las siguientes dos 
pantallas muestran los efectos de usar dicha tecla:  

  

También es posible usar la tecla ̂ con un exponente negativo, usando z, en lugar de hacer uso 
de u. Usar la tecla ̂  es la manera más sencilla de obtener otras potencias negativas, como se 
muestra a continuación:  

 

  

Números racionales e irracionales 

Los números racionales son aquellos que pueden expresarse como proporciones de números 
enteros. Dichos números son las fracciones, los decimales exactos y los números enteros, tales 
como 3, ¾, 16 % o 3,725. Los números que no pueden expresarse de esta forma, son los números 
irracionales. Son irracionales la mayoría de radicales, los logaritmos y las funciones 
trigonométricas, así como ciertos números especiales como π. Cuando se representan con 
decimales, los números irracionales requieren un número infinito de cifras, sin patrones en los 
dígitos.  

En la calculadora, los números irracionales como √3, 21,2 y π se pueden representar con exactitud en 
notación matemática estándar o de forma aproximada, usando decimales. Es importante darse 
cuenta de que las aproximaciones decimales proporcionan sólo las primeras cifras decimales de un 
número infinito y no son exactas. Esto no es una limitación exclusiva de las calculadoras – también 
sucede con el superordenador más grande del mundo.  
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Puedes usar tu calculadora para verificar que la aproximación numérica de un número irracional no 
es más que una aproximación. Las siguientes pantallas muestran tanto el valor exacto como la 
aproximación de √3, la forma de conseguirlo se ha señalado anteriormente en este módulo. 

  

Si ahora introduces la aproximación decimal y elevas el resultado al cuadrado, verás que la 
aproximación de la calculadora es demasiado grande:   

  

Las pantallas superiores demuestran que la aproximación que ha realizado la calculadora es la mejor 
aproximación disponible, de manera que 1,732050807 < √3 < 1,732050808. La calculadora muestra 
1,732050808, lo que indica que la expansión decimal infinita está más cerca de 1,732050808 que de 
1,732050807. 

La calculadora almacena internamente más dígitos de los que muestra, aunque no puede almacenar 
el número infinito de decimales necesarios para representar el número irracional √3 exactamente. 
Existe un pequeño truco para ver las cifras decimales ocultas que están almacenadas en la 
calculadora. Multiplica el valor por una potencia de diez y réstale después la parte entera, para dejar 
sólo las cifras decimales. Multiplica, por ejemplo, el valor aproximado de √3 por un millón, con lo 
que obtendrás los mismos 10 dígitos. 

  

Ahora réstale la parte entera, 1 732 050, para ver más cifras decimales de las que se mostraron 
inicialmente, dado el limitado tamaño de la pantalla. 

  

Esto muestra que la ClassWiz funciona internamente con el valor aproximado de √3 ≈ 
1,73205080756887, aunque solo se visualiza en pantalla 1,732050808. Por eso dio un resultado 
aparentemente exacto cuando se usó la tecla d para elevar al cuadrado la aproximación numérica. 

Por supuesto, incluso las aproximaciones más precisas de los números irracionales que usa la 
calculadora internamente siguen siendo sólo aproximaciones, ya que el número de decimales 
requeridos para un número irracional es infinito. 

Puedes usar un método similar para ver que la calculadora usa √5 ≈ 2,23606797749978, aunque 
solo muestra en pantalla √5 ≈ 2,236067977, o que usa π ≈ 3,1415926535898, aunque solo muestra 
en pantalla π ≈ 3,141592654.  
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En la práctica, en los cálculos cotidianos solo se utiliza un número finito de cifras decimales para 
aproximar un resultado irracional. Por ejemplo, podemos expresar la longitud de la circunferencia 
de un círculo de 8 cm de radio como 50,3 ±  0,1 cm, en lugar del valor exacto e irracional 16π cm.  

  

Quizá te sorprenda darte cuenta de que, aunque los números irracionales se pueden representar 
como números que requieren de infinitas cifras decimales, algunos productos de números 
irracionales son, de hecho, racionales. A continuación se muestra un ejemplo: 

   

En las primeras dos pantallas se muestran aproximaciones a un número infinito de cifras decimales, 
ya que tanto √6 como √24 son irracionales. Sin embargo, su producto, √144 = 12, es un número 
entero y, en consecuencia, racional. Las primeras dos pantallas muestran resultados aproximados, 
mientras que el tercer resultado es exacto. 

Análogamente, el siguiente ejemplo muestra que cuando los números irracionales se elevan a 
potencias irracionales a veces producen número enteros, que son racionales:  
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Ejercicios  

El principal objetivo de estos ejercicios es ayudarte a desarrollar tus habilidades con la calculadora. 

1. Representa 0,45 como una fracción irreducible. 

2. Halla 
7 8

9 11
+ , expresando el resultado como fracción impropia y como número mixto. 

3. Expresa 43 como porcentaje de 80.  

4. Halla el 57 % de 16.  

5. Una chica pagó un depósito al 15 % por un aparato de televisión. Si el depósito fue de  69 $, 
¿cuál fue el precio completo del televisor? 

6. Halla todos los factores primos de 12 345 678. 

7. Expresa 4/7 como número decimal periódico. 

8. ¿Qué fracción representa el número decimal periódico 0,126? Compruebe tu respuesta en la 
calculadora mediante la conversión de la fracción a número decimal. 

9. Evalúa 76. 

10. Evalúa 45 + 12. 

11. Determina si 229 – 1 es un número primo.  

12. Evalúa 73 × 73 × 73 y comprueba que es el mismo resultado que 3433.  

13. Indica qué número es más grande: (62)3 o (63)2? Usa la calculadora para comprobar tu 
predicción.  

14. (a) Introduce las siguientes expresiones en la calculadora y evalúalas: ( )
32

5 ,  ( )325 , 
325 . 

(b) Predice si la calculadora mostrará 
322 como 43 o como 28.  

15. Evalúa 10½ y explica qué pasa cuando se calcula su cuadrado.  

16. Halla la raíz quinta de 1024. Comprueba tu respuesta hallando su quinta potencia.  

17. Halla la raíz cuadrada de 23, con cuatro cifras decimales.  

18. La raíz cuadrada de un número entero es 6√2. ¿De qué número se trata?  

19. Halla la raíz cuadrada de 27 con doce cifras decimales.  

20. En un examen forense, se ha determinado que una hebra de cabello humano tiene 13 
micrómetros de espesor. (Un micrómetro es 10-6 metros.) Introduce este espesor en la 
calculadora para expresarlo como un número decimal.  

21. Predice el valor de 7-2. Usa tu calculadora para comprobar tu predicción.  
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Actividades  

El principal objetivo de estas actividades es ayudarte a usar la calculadora para aprender matemáticas.  
Puedes pensar que algunas actividades son demasiado avanzadas para ti. Ignora aquellas que aún no entiendas. 

1. Si inviertes 500 $ a una tasa de interés anual del 5 %, al cabo de t años tendrás una cantidad 
final (A) que viene dada por la expresión A = 500 · (1.05)t.  

a) ¿Cuánto tiempo ha de pasar para que se duplique el valor de la inversión?  

b) ¿I si empiezas con 1000 $?  

c) Elige un valor para la inversión inicial y determina cuánto tiempo 
ha de pasar para que se duplique.  

d) ¿Cuánto tiempo tardaría en duplicarse una inversión si la tasa de 
interés fuera del 7 % anual? ¿Y si fuera del 8 %?  

2. Muchas fracciones representan números decimales periódicos, que pueden mostrar interesantes 
patrones de repetición. Estudia, por ejemplo, las fracciones con denominador 7. Usa la 
calculadora para obtener 1/7, 2/7 y 3/7 e intenta predecir la expresión decimal de 4/7, 5/7 y 6/7. 
Después, confirma tus predicciones con la calculadora. 

3. ¿Cuál de estos números es mayor? ¿Cuál es menor? Colócalos en orden antes de usar la 
calculadora para confirmar tus predicciones.  

A = 3,5 × 1012    B = 6,9 × 1011   C = 4,2 × 1012   D = 2,0 × 1013 

Cuando se le preguntó a Kim por el resultado de C + D, Kim tomó D como 20 × 1012, por lo 
que obtuvo como resultado 24,2 × 1012, valor que después escribió en notación científica como 
2,42 × 1013. ¿Puedes hallar métodos rápidos y eficaces como este para realizar operaciones con 
números expresados en notación científica? Utiliza dichos métodos para determinar C × D, A + 
C, B + C y D – A.  

4. Ping Yee afirma que xa + b >  xa + b, con independencia de los valores que tomen x, a y b. 
¿Tiene razón? Usa la calculadora para examinar algunos ejemplos de esta relación y hallar 
formas de explicar y justificar tus conclusiones. 

5. Indica si la siguiente afirmación sobre potencias de exponentes negativos es verdadera o falsa: 
5–4 > 5–5.  

Compara parejas de números similares, como 6–4 y 6–5, 5–8 y 5–9, 6–1/2 y 6–1/3, 0,8–3 y 0,8–4 y 
determina, en cada caso, qué número es mayor. Después, revisa tus predicciones con la 
calculadora y busca generalizaciones y explicaciones para los resultados que obtengas.  

6. Ya has visto que un número elevado a la potencia 1/2 proporciona su raíz cuadrada y que un 
número elevado a la potencia 1/3 proporciona su raíz cúbica. Comprueba algunos otros 
ejemplos similares con la calculadora. 

¿Cuál es el significado de otras potencias fraccionarias? Usa tu calculadora para comprobar que  

( )
4 4

5 4 5532 32 32 16= = =  y que 

32
237 7 49

 
= = 

 
 

Usa, entonces, la calculadora para investigar otras potencias fraccionarias de la misma manera. 

(Observa en la calculadora que q^ proporciona F. ) 
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Notas para los profesores 
Este módulo subraya las diferentes formas que tiene la CASIO ClassWiz de representar números: 
decimales, porcentajes, fracciones, números en notación científica y números irracionales. Se 
abordan las potencias, las raíces y los recíprocos. El módulo hace hincapié en la comprensión de las 
diferentes representaciones numéricas, así como en la forma en que la calculadora las realiza, 
incluyéndose la factorización en factores primos y la realización de aproximaciones de números 
exactos, tales como los números irracionales. Conviene que los estudiantes realicen los Ejercicios 
individualmente, a fin de adquirir desenvoltura en el uso de la calculadora. En cuanto a las 
Actividades, conviene que las realicen en parejas, de modo que puedan discutir sus ideas en clase, 
para aprender los unos de los otros. 

Soluciones de los ejercicios 

1. 9/20    2. 149

99
 y 150

99
  3. 43:80 = 0,5375 = 53,75 %   4. 57 % × 16 = 9,12   5. 69 $ ÷ 15 % = 460 $      

6. 2 × 32 × 47 × 14593   7. 0,571428   8. 14/111   9. 117 649  10. 1036   11. Es compuesto, ya que 
contiene el factor primo de 233.   12. 40 353 607   13. Ambos números son 66 = 46 656   14.  a) 
15625, 390625 y 390625   b) 28 = 256   15. Aproximadamente, 3.16227766, que es √10, de manera 
que su cuadrado es 10.   16. 45 = 1024  17. 2.8439   18. 72 (que es el cuadrado de 6√2.)                 
19.  2.645751311065  20. 13Kz6da 0.000013   21. 1/49    

Actividades 

1. En esta actividad, los estudiantes exploran el interés compuesto. Anímalos a organizar su trabajo 
para que vean que el tiempo que se requiere para que el capital se duplique sólo depende de la tasa 
de interés, y no de la inversión inicial. Puedes explicar la «regla del 72», según la cual, el tiempo 
necesario para que una inversión a interés compuesto se duplique se aproxima a 72 ÷ R, siendo R el 
interés anual expresado en %. [Respuestas: a), b) 14,2 años, d) En torno a los 10,3 años, 9 años, ... ] 

2. Los patrones de repetición de los números decimales periódicos son fácilmente generados por la 
calculadora y fácil de ver para algunos denominadores (tales como 3, 7 y 11). Son más complicados 
de ver cuando el denominador es 13 (ya que se ven involucrados más de un patrón) y muy difíciles 
de ver cuando el denominador es 17 o 19, porque la parte periódica excede el ancho de la pantalla 
de la calculadora.  

3. La primera parte de esta actividad muestra que es relativamente sencillo comparar números 
representados en notación científica.  

[Respuestas: B < A < C < D, C × D = 8,4 × 1025, A + C = 7,7 × 1012, B + C = 4,89 × 1012,               
D – A = 1,65 × 1013 todo se puede hacer mentalmente]. 

4. El resultado no es cierto en general; por ejemplo, cuando b < 0]. 

5. La mayoría de estudiantes se sorprenden al descubrir que 5–4> 5–5. La calculadora ayuda a 
entender el porqué de estas relaciones. Conviene recordar que q= proporciona los resultados 
decimales. Los estudiantes pueden sorprenderse aún más al descubrir que 0,8–3 < 0,8–4, pero deben 
ser alentados a considerar por qué sucede esto. (La razón es que 0,8 < 1). 

6. El concepto de elevar un número a una potencia fraccionaria es difícil de entender. Esta actividad 
utiliza la calculadora para explorar algunos ejemplos numéricos, para ver cómo los exponentes 
fraccionarios se relacionan con potencias y raíces. Anima a tus estudiantes a que examinen varios 

ejemplos de su propia elección para que lleguen a deducir el resultado clave: 
a

b abx x=  
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Módulo 3  
Funciones  

Las funciones son una parte muy importante de las matemáticas y se utilizan para representar 
relaciones de diversos tipos. La ClassWiz resulta muy útil para evaluar funciones, ya que permite 
examinar numéricamente las propiedades de estas. Estas propiedades incluyen la naturaleza de 
varios tipos de funciones (teniendo en cuenta sus posibles gráficas), las simetrías, las asíntotas y los 
máximos y mínimos relativos. La calculadora puede ayudarte a dibujar y visualizar funciones, a 
pesar de que no tiene capacidades gráficas. También puede ayudarte a encontrar soluciones 
numéricas a algunos tipos de ecuaciones. 

Evaluación de expresiones y funciones 

Existen varias formas de evaluar funciones en la calculadora, en el modo Calcular. Cuando se desea 
evaluar una expresión o una función en un único punto, la calculadora se puede usar directamente. 
Considera, por ejemplo, la función f(x) = x3 + 2x – 1. Se puede evaluar la función en x = 0,3, 
reemplazando x por 0,3:  

  

 
Por otra parte, para evitar tener que introducir el valor de x varias veces, puedes almacenar su valor 
en una memoria y luego evaluar la expresión, utilizando J y ) (o bien, utilizando J[). 

  

Para evaluar la función en otros puntos, puedes usar la tecla Epara editar el comando almacenar 
(STO), y vuelver a usar Epara acceder a la expresión. Pulsa después = para completar la 
evaluación.  

Cuando se quiere evaluar una expresión con varios valores, es más eficaz usar una tabla de valores, 
como se mostrará en la siguiente sección. 

 

Uso de tablas de valores para esbozar gráficas 

Para esbozar la gráfica de una función, conviene siempre evaluar la función en varios puntos. La 
mejor manera de hacerlo consiste, generalmente, en construir una tabla de valores. Usa el modo 
Tabla. Teclea w3 e introduce la función, como función  f de x. 

   

Después de introducir la función en la calculadora, pulsando =, aparece una segunda función g(x). 
Cómo solo vamos a analizar una función, podemos ignorar directamente esta segunda pulsando =. 
También es posible configurar la calculadora para que sólo se tabule una única función, en lugar de 
dos. Para hacerlo, hay que entrar en el menú CONFIG (al que se accede mediante qw). 
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Después debes especificar el valor Inicial, el Final y el Paso de la tabla. Estos son el primer y el 
último valor de x que se tabula, y el incremento entre los diferentes valores.  

Hay que tener en cuenta que la tabla admite un máximo de 30 valores, por lo que hay que ir con 
mucho cuidado a la hora de fijar el valor inicial, el final y el paso. 

Para obtener una idea general de la forma de la gráfica, en este caso, conviene evaluar valores enteros 
de x en el dominio  –10  ≤ x ≤ 10, lo que proporciona un total de 21 valores. Esta opción se muestra 
en las siguientes pantallas.  Pulsa = después de introducir cada valor. 

   

Una vez se ha entrado el Paso, al pulsar nuevamente la tecla = aparecerá la tabla de valores. 
Puedes desplazar los valores usando E y R. Estos valores pueden utilizarse para dibujar la gráfica 
de la función, pero hay que tener cuidado y elegir una escala adecuada en cada eje para que se 
adapten a los valores más grandes de f(x). 

Para obtener una tabla diferente, pulsa C(que no borrará la función a menos que se pulsa dos veces) 
seguido de =. Se podrán introducir, así, nuevos parámetros para la tabla manteniendo la misma 
función. Si eliges un dominio más reducido con el mismo paso obtendrás menos valores, pero quizá 
no proporcionen suficientes puntos para esbozar la gráfica, como se muestra a continuación: 

   

En este caso, la tabla muestra que los valores de la función cambian de positivo a negativo entre       
x = –1 y x = 0, y de negativo a positivo entre x = 1 y x = 2. Por ello, se obtendría un buen esbozo de 
esta parte de la gráfica manteniendo los valores Inicial y Final, pero reduciendo el Paso. A 
continuación se muestra una posibilidad: 

   

Conviene posicionar el cursor en la columna de la derecha, ya que al hacerlo la calculadora mostrará 
con mayor precisión los valores seleccionados. Estos valores pueden usarse para realizar un buen 
esbozo de la gráfica, de manera que muestre las principales características de la función, como se 
muestra en la figura de la derecha. En este caso, los dos ejes tienen la misma escala, aunque en 
muchas ocasiones convendrá elegir escalas diferentes 
para cada eje.  

Cuantos más puntos se representen, mejor será el 
esbozo de la gráfica. Si se usan pocos puntos, se 
obtendrá un esbozo más rápido pero menos preciso.  

En este caso, la gráfica muestra que la función tiene 
raíces un poco a la izquierda de x = –0,6 y un poco a 
la derecha de x = 1,6.  

Se observa, también, que la gráfica es una parábola, 
con un mínimo en el punto x = 0,5 y f(x) ≈ –1,3. 
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Uso de tablas de valores con funciones 

Además de para representar la gráfica de una función, las tablas de valores pueden usarse para otros 
propósitos. Por ejemplo, si se quiere determinar los valores entre x = 0 y x = 2 en los que la función          
f(x) = 2x – x3 es cero, se pueden evaluarse muchos puntos y ver cuales se acercan a cero. Para ello, 
tabula la función f(x) = 2x – x3 como se muestra a continuación. Acuérdate de usar la tecla $ para 
salir del exponente después de introducir 2x.   

    

En este caso, parece que hay una raíz entre x = 1,3 y x = 1,4, ya que la función cambia de signo entre 
estos dos puntos. Para incrementar la precisión del resultado, construye una nueva tabla empezando 
por x = 1,3 y terminando en x = 1,4, pero con un paso más pequeño, de 0,01. Algunos resultados se 
muestran a continuación:  

   

Puedes repetir este proceso para incrementar la precisión en una cifra decimal cada vez. En este 
caso, parece que f(x) tiene una raíz entre x = 1,37 y x = 1,38.   

Existe una buena alternativa al proceso anterior; consiste en posicionar el cursor en la columna de 
las x y reemplazar el valor seleccionado por un nuevo valor. Tan pronto como presiones =, la 
función se evaluará en el nuevo punto. Estudia las pantallas inferiores para ver el proceso de “prueba 
y ajuste”, reemplazando el valor previo de x (1,38) por 1,375, 1,373 y 1,3735. 

 

El resto de la tabla no se ve afectada por las sucesivas variaciones para acercarse a las raíces de f(x). 

Este ejemplo demuestra que las tablas de valores son útiles para encontrar puntos importantes 
asociados con las funciones (por ejemplo, raíces, puntos de corte, puntos de inflexión, etc.). En las 
siguientes secciones verás que las tablas también ayudan a entender otras propiedades de las 
funciones  

Dado que la calculadora puede generar dos tablas a la vez, se pueden comparar pares de funciones, 
como f(x) = x(x + 1) y g(x) = x2 + 1, evaluando cada una de ellas para varios valores de x. Las 
siguientes pantallas muestran cómo hacerlo: 

  

Elige los valores Inicio, Final y Paso para las tablas. Las dos primeras pantallas que se muestran a 
continuación muestran que las dos funciones toman el mismo valor solo cuando x = 1. En la tercera 
pantalla, se prueban otros valores para x. 
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Ten en cuenta que, a la hora de generar la tabla de una función, la ClassWiz solo admite x como 
variable y f y g como nombres para las funciones. En consecuencia, las funciones que tienen otros 
nombres y usan otras variables deben ser transformadas al formato que permite la calculadora. Así, 
por ejemplo, h(t) = 5t + 7 debe introducirse como la función equivalente f(x) = 2x + 7. Todos los 
valores numéricos se mantienen, solo han cambiado los nombres de las funciones y la variable. 

Funciones lineales y cuadráticas 

Las tablas de valores pueden revelar la naturaleza de las diferentes familias de funciones. Considera 
las funciones lineales, que incluyen aquellas en las que la variable no está elevada a ninguna 
potencia. He aquí dos ejemplos: 

f(x) = 2x + 4 y g(x) = 7 – 3x.  

Las tablas de valores de estas funciones muestran que las funciones crecen o decrecen en cantidades 
fijas cuando las variables cambian de forma constante. Las dos pantallas siguientes muestran las 
funciones  f (en la columna izquierda) y g (en la columna derecha).  

  

Los valores de f(x) aumentan en 2 unidades cuando x aumenta en 1 unidad, mientras que los valores 
de g(x) decrecen en 3 unidades cuando x aumenta en 1 unidad. Este hecho se verá más claramente si 
se desplazan las tablas arriba y abajo, para ver más valores de los que se muestran en las figuras 
superiores. 

Puedes usar tablas como estas para obtener valores que te permitan dibujar eficazmente las 
correspondientes gráficas sobre el papel. 

Pensar en las funciones lineales de esta manera, con la ayuda de tablas, te permitirá imaginar las 
gráficas de las funciones: f(x) está aumentando con una pendiente de 2 y g(x) está decreciendo más 
acusadamente con una pendiente de –3. Como muestran los siguientes gráficos (dibujados con la 
calculadora gráfica CASIO fx-CG20), cada función puede representarse gráficamente como una 
línea, que es por lo que se llaman funciones lineales.  

    

Las funciones cuadráticas constan de una variable elevada a la segunda potencia, y tienen 
características muy diferentes a las funciones lineales: el valor de la función no cambia de forma 
constante cuando lo hace el valor de la variable. Considera la función cuadrática f(x) = x2 – 2x – 1, 
que ha sido tabulada como se muestra a continuación. Cuando x aumenta de 1 a 2, el valor de la 
función se incrementa en 1 unidad (ya que pasa de –2 a –1). Pero a medida que x cambia de 2 a 3, el 
valor de la función se incrementa en 3 unidades (pasa de –1 a 2).  
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A diferencia de la función lineal, el aumento no es constante. 

  

Al desplazar la tabla se revela que la función aumenta de la misma manera para valores situados a 
la derecha y a la izquierda de x = 1; de hecho, la función toma valores idénticos a cada lado de        
x = 1, donde alcanza un valor mínimo de f(x) = –2. Estudia las tablas que se muestran a 
continuación para verificar este supuesto por ti mismo. Nuevamente, tablas como estas pueden 
ayudarte a esbozar sobre el papel la gráfica de una función. 

  

A partir de su mínimo valor,  f(1) = –2, la función aumenta en 1, 3, 5, 7, … unidades cuando el valor 
de x aumenta 1 unidad en cada dirección.  

En las siguientes pantallas, obtenidas mediante la CASIO fx-CG20, se muestran las propiedades de 
la función cuadrática descritas anteriormente. Se observa que la parábola presenta un eje de simetría 
en x = 1:  

    

Funciones cúbicas 

Las funciones cúbicas disponen de un término en el que la variable está elevada a la tercera 
potencia. Como con las funciones lineales y cuadráticas, una tabla de valores puede ayudar a 
entender la naturaleza de una función cúbica particular. Por ejemplo, los segmentos de tablas que se 
muestran a continuación sugieren que la función cúbica f(x) = x3 aumenta, pero no de manera lineal, 
y que toma valores negativos para x < 0 y valores positivos para x > 0.  

  

Mientras que esta función cúbica (básica) es simétrica con respecto del origen (x = 0), otras 
funciones cúbicas no lo son. Nuevamente, una tabla de valores ofrecerá algunas ideas sobre la forma 
de la función. Las siguientes tablas muestran una función cúbica diferente, f(x) = x3 – x – 1, que no 
es simétrica respecto del origen. 
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Estas dos series de tablas son útiles para visualizar las formas de las dos funciones cúbicas, 
representadas en las siguientes gráficas, que se han elaborado con una calculadora gráfica CASIO 
fx-CG20. Estas gráficas dejan claro que existen varias formas vinculadas a las funciones cúbicas, a 
diferencia de las funciones lineales (que tienen solamente una forma lineal) y de las funciones 
cuadráticas (que tienen sólo una forma parabólica). 

    

Las tablas también te pueden ayudar a comprar las funciones cuadráticas y las cúbicas. Por 
ejemplo, considera las dos funciones f(x) = x2 y g(x) = x3. Si observas con atención las tablas de 
valores, en el mismo dominio, verás que la función cúbica crece más lentamente que la cuadrática 
para 0 < x < 0,5 (por ejemplo) y más acusadamente para 1 < x < 2.   

Para ver estas diferencias, considera estas tablas de valores para 0 < x < 1:  

  

Observa el diferente comportamiento en las tablas que se muestran a continuación para 1 < x < 2. La 
función cúbica crece ahora más rápido que la cuadrática.   

    

Ambos tipos de funciones son curvas, pero las dos curvas son diferentes entre sí. Las gráficas 
siguientes reflejan estas características: 

    

Nuevamente, estudiar las tablas de valores de estas funciones te permite comprender las formas en 
que las funciones cambian a medida que los valores de las variables cambian, para, así, esbozar las 
gráficas. 

Funciones de proporcionalidad inversa 

Las funciones de proporcionalidad inversa, que implican la división por una variable, pueden 
estudiarse de manera similar. Consideraremos dos ejemplos: 
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1
( )f x

x
=   y 1

( )
1

g x
x

=
−

 

Una característica particular de este tipo de funciones queda de manifiesto si construyes una con 
valores que anulen el denominador. En este caso, la tabla para f(x) incluye x = 0 y la tabla para g(x) 
incluye x = 1 (de manera que x – 1 = 0):  

 

Dado que la división por cero no está definida, no existe ningún valor de las funciones para f(0) ni 
para g(1), por lo que la calculadora muestra un mensaje de error en los dos casos.   

Existe una propiedad particular de estas funciones que se relaciona con este tipo de 
discontinuidades: sus valores no cambian suave y continuamente como otros tipos de funciones que 
se han considerado en este módulo, sino que saltan bruscamente, de modo que las gráficas de las 
funciones muestran dos partes diferenciadas. 

La inspección de algunos valores tabulados de las funciones anteriores muestra este fenómeno. 
Examina con atención las siguientes pantallas:  

 

El estudio de los valores tabulados revela que f(x) toma valores positivos para x > 0 y valores 
negativos para x < 0, mientras que g(x) toma valores positivos para x > 1 y valores negativos para      
x < 1. También queda claro que los valores de f(x) a cada lado del cero son opuestos el uno del otro, 
lo que sugiere que la función es simétrica respecto de x = 0. Los valores de g(x) muestran que la 
función es simétrica respecto de x = 1. Tablas como estas te permitirán esbozar sobre el papel las 
gráficas de las funciones. 

Gráficas de estas dos funciones, como las que se muestran a continuación, dibujadas por la CASIO 
fx-CG20, muestran bien este tipo de propiedades: 

    

Otra característica de la función de proporcionalidad inversa es que para valores grandes de x, tanto 
si son positivos como si son negativos, los valores de la función parecen estar cada vez más cerca de 
y = 0. Sin embargo, nunca se llega a alcanzar el cero: los valores de la función que corresponden a x 
> 0 son siempre positivos, mientras que los que corresponden a x < 0 son siempre negativos. Puedes 
comprobar este hecho tabulando algunos valores muy grandes, como se muestra a continuación: 
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Para estas funciones hay una asíntota en y = 0. Los valores de la función se acercan a cero, pero 
nunca lo alcanzan. Las asíntotas son importantes en matemáticas avanzadas y es muy probable que 
las veas al estudiar funciones de proporcionalidad inversa.  

Máximos y mínimos 

Puedes haber notado que algunas funciones parecen tener valores máximos o mínimos en algunos 
puntos. Las funciones cuadráticas tienen o un valor máximo o un valor mínimo, mientras que muchas 
funciones cúbicas presentan un máximo y un mínimo, lo que gráficamente se representa mediante 
‘curvas cerradas’. Por ejemplo, la gráfica de f(x) = 3x – 2x3 – 1, representada abajo (dibujada por una 
CASIO fx-CG20, parece alcanzar un valor máximo entre x = 0 y x = 1 y un valor mínimo entre x = –
1 y x = 0. 

 

Ten en cuenta que estos valores son sólo valores «máximos» o «mínimos» en un sentido restringido o 
relativo; por ejemplo, el valor de la función para x < –2 es mucho mayor que cualquier valor de la 
función entre x = 0 y x = 1. Existe, en este caso, un máximo local entre x = 0 y x = 1. 

Las tablas de valores resultan muy convenientes para estudiar los valores máximos o mínimos en un 
pequeño intervalo. En el caso de f(x) = 3x – 2x3 – 1, resulta conveniente tabular los valores 
comprendidos entre x = 0 y x = 1: 

  

La tabla parece indicar que la función tiene un valor máximo entre x = 0,6 y x = 0,8. Para examinar 
el valor máximo desde más cerca, elige intervalos cada vez más pequeños, con los pasos 
correspondientes cada vez más pequeños. Desplaza la tabla para buscar un valor máximo. Las 
pantallas siguientes muestran cómo se usa este proceso repetidamente, con pasos de 0,01, 0,001 y 
0,0001, respectivamente: 

 

Observa que todos los valores tabulados en la última pantalla parecen ser iguales (0,4142), porque la 
tabla solo puede mostrar cuatro cifras decimales. Sin embargo, se puede obtener una mayor precisión 
desplazando el cursor en la columna f(x).   

Las siguientes dos pantallas muestran un zoom con más detalles, usando un paso de 0,00001. 
Observa que ambas columna parecen invariables, dada la limitación del tamaño de la tabla. Sin 
embargo, el desplazarse por las dos columnas revela valores más precisos.   
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Parece que hay un máximo local de valor f(x) ≈ 0,41421 cerca de x ≈ 0,7071. Si continúas tabulando 
la función en intervalos cada vez más pequeños, puedes obtener un resultado más preciso.   

Un resultado exacto, sin embargo, sólo está disponible a través del cálculo; la ClassWiz sólo se 
puede utilizar para encontrar buenas aproximaciones numéricas. En este caso, el valor exacto 
(determinado por otros medios) es √2 – 1, cuando x = √2/2, por lo que el procedimiento numérico da 
una aproximación muy buena después de sólo unos pocos pasos. 

Procesos similares basados en hacer zoom a una tabla repetidamente te permiten encontrar los 
mínimos relativos de una función. Comprueba por ti mismo que la función f(x) anterior tiene un 
mínimo relativo de valor aproximado  –2,4142 cerca de x ≈ –0,4142. 

Intersección de dos gráficas 

Como se acaba de ver, la calculadora te permite visualizar ideas matemáticas como las gráficas de 
funciones, a pesar de no tener capacidad para dibujar gráficas. Otro ejemplo de esta capacidad de la 
calcular tiene que ver con la intersección de las gráficas de funciones. Considera las siguientes dos 
funciones:  

   f(x) = x3 – 2x  

g(x) = 1 + x  

Las gráficas de las funciones intersecan cuando tienen un punto en común: es decir, cuando los 
valores de x e y coinciden. Tabular algunos valores sugiere que los valores de una función se 
aproximan a los valores de la otra cerca del origen, para –1 < x < 2.  

  

Hay un punto de intersección entre x = 1 y x = 2. Para acercarte a este punto, mueve el cursor a la 
columna x, sitúate en fila con x = 1 e introduce otro valor de x de modo que f(x) y g(x) tomen el 
mismo valor. Seguidamente pulsa =. La primera pantalla muestra que x = 1,8 se queda corto, con 
f(x) < g(x).  

  

La segunda pantalla sugiere que x = 1,9 se pasa de largo, con f(x) > g(x). La tercera pantalla, muestra 
que x = 1,88 se acerca mucho, aunque se queda un poco corto. Observa que f(1,88) y g(1,88) están 
muy cerca el uno del otro, lo que sugiere que las gráficas intersecan cerca de x = 1,88.  

  

Observa que los valores no son exactamente iguales (puesto que la solución es solo una 
aproximación):  
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f(1,88) = 1,883 – 2 × 1,88 = 2,884672 
g(1,88) = 1 + 1,88 = 2,88  

Por ello, una buena aproximación al punto de intersección de las gráficas es (1,88, 2,88).  

Otra manera de explorar puntos de intersección consiste en considerar cuando una única función 
diferencia es cero, más que comprar dos funciones. Por ello, se puede tabular la función diferencia, 
que se define como:  

d(x) = f(x) – g(x) = x3 – 3x – 1  

Las gráficas de las funciones intersecan en aquellos puntos en los que la función diferencia es cero. 
Con información limitada sobre los puntos en los que las gráficas pueden intersecar, puede ser una 
buena idea empezar con una tabla de valores desde x = –14 hasta x = 15, con un paso de 1. Al 
desplazar la tabla para encontrar los puntos para los que f(x) está cerca de cero se revelan tres 
posibles intervalos, como se muestra a continuación:   

 

Cuando la función cúbica cambia de signo (ya sea de negativa a positiva o viceversa), la función 
corta el eje de abscisas. Por ello, pueden haber ceros en –2 < x < –1, –1 < x < 0 y 1 < x < 2. 
Examinaremos el último de estos tres intervalos 

Para obtener una aproximación cada vez más precisa de la solución puedes hacer un zoom a la tabla, 
como se muestra en las siguientes pantallas. Estudia con atención la secuencia de las tres tablas. En 
cada uno se usan diez valores para los sucesivos intervalos 1 < x < 2, 1,8 < x < 1,9 y 1,87 < x < 1,88.  

 

Observa que el paso es cada vez más pequeño para cada tabla, 0,1, 0,01 and 0,001, respectivamente. 
En efecto, la calculadora te permite incrementar la precisión una cifra decimal en cada tabla 
sucesiva. Podrías llevar este proceso mucho más allá, pero elegiremos dejarlo aquí, con la sugerencia 
de que x ≈ 1,88 es una buena aproximación a dos cifras decimales y es consistente con la primera 
aproximación que se hizo.  

Las siguientes gráficas, dibujadas con la CASIO fx-CG20, muestran cómo puede determinarse el 
punto de intersección de dos gráficas mediante la búsqueda de las raíces de una sola función: la 
función diferencia. 

    

Observa que uno de los puntos de intersección se encuentra cerca de los valores obtenidos 
anteriormente y que hay una raíz de la función diferencia cerca de x = 1,88.  
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Ecuaciones, inecuaciones y tablas 

Las ecuaciones y las inecuaciones son partes fundamentales del álgebra. La idea básica de solucionar 
una ecuación de una variable consiste en encontrar aquellos valores de la variable, si los hay, que 
hacen que la igualdad se cumpla. La calculadora permite hallar aproximaciones numéricas de las 
soluciones de las ecuaciones. Para hallar soluciones exactas se requiere análisis algebraico o un 
sistema de álgebra computacional. Una vez se han encontrado las soluciones de una ecuación, se 
pueden solucionar las inecuaciones asociadas. Existen varias maneras de solucionar ecuaciones 
usando una tabla para evaluar la función adecuada.  

Considera, por ejemplo, la ecuación x3 = 3x2 – 1. Las soluciones de esta ecuación son también las 
soluciones de la ecuación equivalente x3 – 3x2 + 1 = 0. Por tanto, se puede usar la calculadora para 
tabular esta función y buscar los valores de x para los que toma valor cero, si los hay. Accede al 
modo tabla con w3. 

Introduce la función f(x) = x3 – 3x2 + 1, como se muestra abajo. (Ten en cuenta que existe un 
comando x3, qd). Tabula la función dentro de un rango adecuado. Empieza por presionar =. 
En este caso, sin ninguna información sobre las soluciones, conviene usar un amplio rango para 
empezar. Como solo se permiten 30 valores, elegiremos valores desde x = –14 hasta x = 15, ambos 
inclusive, como se muestra a continuación. Pulsa = después de introducir cada valor en la ventana 
Rango de tabla. 

   

Usa los cursores E y R para desplazarte por la segunda columna, buscando valores que sean 
cero, o que sean próximos a cero. Busca también las filas en las que cambia el signo de la función.   
Este hecho indica la existencia de un cero. 

  

En este caso, no parece que en la tabla hayan valor para los cuales f(x) = 0. Sin embargo, hay 
cambios de signo en los intervalos -1 < x < 0, 0 < x < 1 y 2 < x < 3, lo que indica que la función tiene 
raíces en cada uno de esos intervalos. Exploraremos, de momento, solo uno de estos intervalos: 0 < x 
< 1. 

Pulsa C para volver a la definición de la función y hacer un zoom a este intervalo fijando Inicio a 0, 
Final a 1 y Paso a 0,1. 

  

Estudia con atención esta tabla. Cuando x = 0,6, la función toma un valor positivo. Cuando x = 0,7, el 
valor de la función es negativo, en consecuencia, debe haber un cero en algún lugar entre estos dos 
valores de x. Repite el proceso para construir una tabla, esta vez usando el intervalo [0,6, 0,7], para el 
que 0,6 ≤ x ≤ 0,7, y un paso más pequeño, de 0,01. La primera de las ventanas que se muestran a 
continuación muestra el resultado: 
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Cada vez que repitas este proceso, el intervalo se volverá más pequeño, como muestran las dos 
últimas pantallas de arriba, en las que se usan los intervalos [0,65, 0,66] y [0,652, 0,653], 
respectivamente.  

El paso se reduce cada vez en un factor 10, por lo que el resultado se aproxima a la raíz actual. La 
tercera pantalla muestra que la función tiene un cero entre x = 0,6527 y x = 0,6528.  

Necesitarás decidir por ti mismo el nivel adecuado de precisión que se requiere. Estas tablas 
muestran que la función tiene una raíz en x ≈ 0,653. Por tanto, x ≈ 0,653 está cerca de la solución de 
la ecuación. Puedes continuar realizando proceso hasta conseguir una aproximación más cercana a 
las soluciones, pero, mientras se trate de números irracionales, no podrás obtener la solución exacta. 

Existe otra manera de usar las tablas para hallar las soluciones aproximadas de una ecuación. 
Empieza con la pantalla que se muestra abajo a la izquierda. Usa el teclado para introducir en la 
columna de las x aproximaciones a la posible solución, seguido de la tecla =, para evaluar f(x). En 
las pantallas que siguen se muestran dos ejemplos, empezando con x = 0,6 y siguiendo por x = 0,65. 
Continúa este proceso basado en cambiar los valores de x hasta que el valor que alcanza f(x) esté lo 
suficientemente cerca de cero. 

   

Cuando x = 0,653, la expresión toma un valor de –0,000781923, que está muy cerca de cero, por lo 
que este valor de x está muy cerca de la solución de la ecuación. 

Existen otras dos soluciones a esta ecuación, como se mencionó anteriormente. Debes usar este 
mismo procedimiento para encontrarlas por ti mismo. Deberías hallar x ≈ –0,532 y x ≈ 2,879. 

Una vez se han resuelto las ecuaciones, las inecuaciones pueden también solucionarse. Por ejemplo, 
la inecuación x3 < 3x2 – 1 puede reescribirse como x3 – 3x2 + 1 < 0. Las tablas que se usaron para 
resolver la ecuación muestran claramente algunos valores de x para los que la función es negativa, 
como los que se muestran abajo: 

  

Una vez se han encontrado las soluciones de la ecuación, pueden escribirse las soluciones de la 
inecuación. 

Uso de dos tablas 

Ideas similares a las vistas hasta ahora pueden usarse para resolver ecuaciones e inecuaciones 
utilizando dos tablas. Cada una de estas tablas corresponde a una función, de manera que cada 
función se asocia a un miembro de la igualdad. Considera, nuevamente, la ecuación x3 = 3x2 – 1. 
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Estudia las tablas cuidadosamente.  

   

La primera pantalla muestra algunos valores de x para los que f(x) < g(x), o x3 < 3x2 – 1. 
Análogamente, la tercera pantalla muestra algunos valores de x tales que f(x) > g(x), o x3 > 3x2 – 1. 

La situación es más complicada en la pantalla central, ya que x3 > 3x2 – 1 cuando x = 0 y x = 3, pero 
x3 < 3x2 – 1 cuando x = 1 y x = 2. 

Procedimientos similares a los que se han descrito en la sección anterior se pueden usar para hallar 
buenas aproximaciones a las soluciones de la ecuación. Por ejemplo, las sucesivas pantallas que se 
muestran a continuación permiten encontrar una buena aproximación a la solución de la ecuación 
entre x = 2 y x = 3. El procedimiento que se ha usado consiste en buscar valores de x que cumplan 
que f(x) = g(x), es decir, que hagan que las dos columnas sean iguales. Continúa tú mismo este 
proceso añadiendo, como mínimo, un paso más. 

   

La aproximación alternativa consiste en ajustar sucesivamente el valor de x para conseguir valores 
para los que f(x) = g(x). A continuación se muestran algunas pantallas posibles: 

   

Continúa este proceso tú mismo para conseguir mejores aproximaciones para los valores de x, de 
modo que f(x) = g(x). 

Una vez que se han determinado buenas aproximaciones de las soluciones, puedes usarlas para anotar 
las soluciones de las inecuaciones asociadas. En este caso, por ejemplo, parece que x = 2,88 es una 
solución a la ecuación x3 = 3x2 – 1. Las tablas anteriores permiten ver que parte de la solución para la 
ecuación x3 > 3x2 – 1 es x > 2,88. 
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Ejercicios 
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudarte a desarrollar tus habilidades con la calculadora. 

1. a) Almacena 0,3 en la variable de memoria x para evaluar f(x) = x3 + 4x + 1 en x = 0,3.  

b) Evalúa f(0,4) editando previamente el comando J en a) de manera que x = 0,4.  

c) Evalúa  f(0,5).  

2. Usa una tabla con una paso de 0,5 para bosquejar la gráfica de la función f(x) = 4 – x2 –2x en      
–4 ≤ x ≤ 2. 

3. La diagonal más larga de una habitación rectangular de dimensiones A, B y C viene dada por la 
expresión 2 2 2A B C+ + . Encuentra la longitud de esta diagonal para otra habitación de 
dimensiones 3,2 m × 3,5 m × 2,1 m.  

4. Construye una tabla de valores para las funciones lineales f(x) = 17 – 2x y g(x) = 4x – 3. 
Empieza en x = 1 y termina en x = 25, con un paso de 1. A continuación, usa la tabla para:  

a) Hallar  f(14) y g(19).  

b) Hallar los valores de x para los cuales g(x) = 93 y f(x) = –7.  

c) Describir cómo cambian los valores de las funciones a medida que aumenta x.  

5. Construye una tabla de valores para la función cuadrática y = 3 – x – x2 para valores de x 
comprendidos entre x = –1,5 y x = 1, con un paso de 0,1. Usa la tabla para:   

a) Hallar  f(0,3).  

b) Determinar el valor máximo de la función. 

c) Hallar el valor de x para el que la función tiene su valor máximo.  

d) Determinar qué es mayor,  f(0,8) o f(0,9). 

e) Hallar los valores de la función para los cuales f(x) = 2,25.  

f) Determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la función. 

6. Usa una tabla de valores adecuada para la función f(x) = x3 – 3x2 + 2x a fin de hallar: 

a) Los valores de x para los cuales f(x) = 0. 

b) Los valores de x para los cuales f(x) < 0. 

c) El máximo valor de f(x) en el intervalo 0 ≤ x ≤ 1.  

7. Considera la función 4
( )

5
f x

x
=

−
.  Usa la tabla de valores adecuada para hallar: 

a) Los puntos de discontinuidad. 

b) Los valores de x para los cuales f(x) < 0.  

8. Halla el punto de intersección de y = x3 e y = x + 2, con dos cifras decimales.  
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Actividades 
El principal objetivo de estas actividades es ayudarte a usar la calculadora para aprender matemáticas.  

Puedes pensar que algunas actividades son demasiado avanzadas para ti. Ignora aquellas que aún no entiendas. 

1. Construye algunas tablas de valores para las funciones f(x) = 2x + 7 y g(x) = 5 – 4x.  

a) Desplaza las tablas, con paso 1, para ver cómo cambian con x los valores de f(x) y g(x).  

b) Desplaza las tablas, con paso 0,5, para ver cómo cambian con x los valores de f(x) y g(x). 

c) Desplaza las tablas, con diferentes pasos, y compara tus observaciones con las realizadas en 
los aparatados a) y b).  

d) Cambia las funciones anteriores por f(x) = 2x + 5 y g(x) = 3 – 4x y compara tus 
observaciones con las que has realizado en los apartados a), b) y c) anteriores.  

2. Analiza algunas funciones lineales, como f(x) = 5x + 7 y g(x) = 6 – 2x. Compara el 
comportamiento de estas funciones con las observaciones que has realizado en la Actividad 1. 
Ayúdate de las correspondientes gráficas. 

3. Construye una tabla para la función cuadrática f(x) = (x + 1)(x – 3), desde x = –14 hasta x = 15 y 
con paso 1. Observa que algunos pares de valores coinciden (como, por ejemplo, f(–4) = f(6)). 
Determina dichos pares de valores. Date cuenta que los valores de f(x) no cambian en la misma 
proporción que x (a diferencia de en las funciones lineales). Usa los valores de la tabla para 
bosquejar la gráfica de la función. ¿Qué aspectos de la gráfica podrías predecir a partir de la 
tabla?  

4. Un pequeño cohete es lanzado al aire desde el suelo. La altura que alcanza transcurridos t 
segundos viene dada por la función cuadrática, h(t) = 30t – 4,9t2.   

a) Construye una tabla de valores a partir de esta función y halla la máxima altura que alcanza 
el cohete y el momento en que alcanza dicha altura. Puede resultar de ayuda bosquejar la 
gráfica a partir de la tabla.  

b) ¿Cuánto tiempo tarda el cohete en volver al suelo?  

5. Considera la función cúbica y = x3 – 2x – 1.  

a) Construye una tabla de valores adecuada para ver que la función tiene raíces en x = –1 y 
otra entre x = 1 y x = 2.  

b) Construye tablas de valores entre x = 1 y x = 2 para hallar esta segunda raíz con la máxima 
precisión posible.  

c) La función tiene otra raíz cerca de x = –1. Usa un proceso similar mediante tablas sucesivas 
para hallar esta raíz con la máxima precisión posible. La gráfica de la función puede 
ayudarte a hacerlo eficazmente.     

6. Las funciones de proporcionalidad inversa presentan puntos de discontinuidad en los que no 
tienen ningún valor definido. Si estudias las funciones con atención, podrás predecir la 
localización de estos puntos. Inténtalo con las siguientes funciones: 

a) 3
( )f x

x
=    b) 4

( )
5

f x
x

=
−

  c) 1
( )

2 3
f x

x
=

+
 d) 2

( )
3 4

f x
x

=
−

 

Propón algunos ejemplos más de este tipo de funciones y explora sus propiedades. 
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Notas para los profesores 
Este módulo destaca las formas en que las ClassWiz pueden ayudar a los estudiantes a entender las 
funciones elementales mediante la evaluación de una función en un punto o en tablas de valores. Se 
hace uso considerable del modo Tabla, como importante herramienta. Aunque se muestran algunas 
gráficas de funciones (dibujadas con la calculadora gráfica CASIO fx-CG20), es importante resaltar 
que la ClassWiz no dispone de capacidad gráfica, por lo que se hace énfasis en la visualización de 
las funciones y en la determinación de sus propiedades mediante la cuidadosa elección de las tablas 
de valores. El texto está pensado para ser leído por los estudiantes y les ayudará a ver cómo se puede 
utilizar la calculadora para examinar varios tipos de funciones. Conviene que los estudiantes realicen 
los Ejercicios individualmente, a fin de adquirir desenvoltura en el uso de la calculadora. En cuanto 
a las Actividades, es preferible que las realicen en parejas, de modo que puedan discutir sus ideas en 
clase y aprender los unos de los otros. 

Soluciones de los ejercicios 

1. a) 2.227   b) 2.664   c) 3.125   3. 8.68 m y 5.19 m   4. a) –11, 73   b) 24, 12    2.    
c) Mientras x aumenta por 1,  f(x) decrece por 2, g(x) aumenta por 4.                      
5. a) 2.61   b) 3,25   c) –0,5     d) f(0,8) = 1,56   e) x = –1,5 y x = 0,5                      
f) La función crece para  x < –0,5 y decrece para x > –0,5                                   5.g                                
6. a) Tabula f(x) con paso 1 para hallar x = 0, 1 o 2  c) Tabula f(x) con pasos 
sucesivamente pequeños para hallar f(0,423) ≈ 0,385   7. Usa pasos de 1 para 
encontrar   a) x = 5   b) x < 5     8. (1,52, 3,52)  

Actividades 

1. El objetivo principal de esta actividad es que los alumnos vean que las funciones lineales aumentan 
o disminuyen de forma constante, lo que se representa mediante la pendiente de la función. Se asume 
que posiblemente no se ha introducido formalmente a los estudiantes en el concepto de pendiente, 
por lo que esta actividad les puede ayudar a apreciar la idea echando un vistazo a un ejemplo. 
Esbozar los gráficos en papel a partir de las tablas es también una actividad útil y apropiada. 

2. Esta actividad tiene un propósito similar al de la Actividad 1, pero deliberadamente se dan menos 
indicaciones a los estudiantes. Las dos funciones tienen pendiente positiva y pendiente negativa, y se 
debe animar a los estudiantes a analizar pos sí mismos otros ejemplos. 

3. En esta actividad, se hace hincapié en la simetría de la función cuadrática. Anima a los estudiantes 
a dibujar algunos gráficos en papel. [Respuestas: Las intersecciones con el eje x en x = -1 y x = 3 se 
puede predecir a partir de la forma de la función, aunque los estudiantes bien pudieran sorprenderse 
con el gráfico. Estos puntos ayudan a predecir el eje de simetría (x = 1).] 

4. Esta actividad proporciona un contexto, además de las exploraciones matemáticas, que da sentido 
sustantivo a las ideas de máximo y raíz. [Respuestas: El cohete alcanza una altura de unos45,9 m 
trascurridos 3,06 s desde su lanzamiento y vuelve a la tierra después de 6,12 s.] 

5. Esta actividad hace hincapié en la idea de hacer zoom a una tabla para refinar los valores y obtener 
mejores aproximaciones. Los estudiantes serán capaces de obtener buenas aproximaciones a las 
raíces cerca de 1,618 y -0,618 pero estas no producirán un valor cero en (d). Las raíces exactas se 
encuentran en x = (1 ± √5) / 2 y pueden dar lugar a un debate fructífero sobre los valores exactos y 
aproximados.  

6. En esta actividad, la atención se centra en las tablas que dan "error", ya que la división por cero no 
está definida. Los estudiantes pueden no estar familiarizados con la definición formal de la 
discontinuidad, de modo que la gráfica de una función de proporcionalidad inversa (tal como la que 
se muestra en este módulo) puede ser útil. La construcción de las cuatro tablas aumenta en dificultad. 
(En el apartado c), el paso debe incluir medios. En el apartado d), debe incluir tercios; entra el paso 
como como 1a3). [Respuestas: (a) x = 0 (b) x = 5 c) x = –3/2 d) x = 4/3].
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Módulo 4  
Trigonometría  

La calculadora es una herramienta de gran utilidad para muchos aspectos de la trigonometría, tanto 
para resolver problemas que requieren realizar mediciones como para entender las relaciones entre 
los ángulos. Para empezar comprueba que tu calculadora está configurada para usar grados 
sexagesimales (solo tienes que buscar un pequeño símbolo D en la pantalla). Usa qw 
(CONFIG) para cambiar la configuración, si fuera necesario. Empieza este módulo en el modo 
Calcular, para ello teclea w1). 

Trigonometría y triángulos rectángulos 

Las definiciones de las funciones trigonométricas se pueden basar en los triángulos rectángulos, 
tales como el que se muestra a continuación, en el que C es el ángulo recto. 

  A 

 C  

Para este triángulo, sin � =  !
 ", cos � = "!

 "  y tg � =  !
"! 

Además, debido a que el triángulo es rectángulo, el teorema de Pitágoras nos permite ver la relación 
entre las longitudes de los dos catetos (AC y BC) y la hipotenusa (AB): 

AC2 + BC2 = AB2 

El conjunto de estas relaciones nos permiten determinar todos los lados y los ángulos de un 
triángulo rectángulo, incluso cuando sólo se conoce parte de la información. 

Por ejemplo, si sabemos que el ángulo B es de 38o y que AB = 4,2 m, podemos hallar la longitud de 
AC usando la definición de seno:  

4,2
4,2

sen sen
AC AC

B AC B
AB

= = ⇒ =  

Los cálculos de este tipo se llevan a cabo fácilmente en la calculadora. Puede ser una buena práctica 
cerrar el paréntesis después del ángulo, aunque la calculadora realiza el cálculo correctamente si no 
se hace.   

  

Observa que no es necesario usar el signo de multiplicación para encontrar que AC ≈ 2,59 m.  

La pantalla anterior muestra que la calculadora proporciona el resultado con muchas cifras 
decimales, pero hay que tener cuidado al decidir el nivel de exactitud de los cálculos de este tipo. 
Dado que la medida original de AB, que se utiliza en el cálculo, se da sólo con una cifra decimal, 
sería coherente mostrar también AC con una sola cifra decimal: AC ≈ 2,6 m .  

Para hallar la longitud del otro lado, BC, se podría emplear un proceso similar, usando coseno de B. 
Alternativamente, el teorema de Pitágoras se puede utilizar para ver que: 

B 
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2 2 2 2 2BC AB AC BC AB AC= − ⇒ = −   

La longitud BC se puede determinar fácilmente a partir del anterior resultado de la calculadora, que 
corresponde a AC, como sigue: 

 

En consecuencia, BC ≈ 3,3 m. Observa que no ha sido necesario guardar ningún resultado 
intermedio ni realizar aproximaciones (como AC ≈ 2,6), lo que habría introducido pequeños errores. 
En general, es mejor no redondear resultados en calculadoras u ordenadores hasta llegar al resultado 
final. En este caso, el uso de una aproximación para AC proporcionaría un resultado (ligeramente) 
distinto y menos preciso para BC: 

  

La calculadora también se puede utilizar para determinar los ángulos de un triángulo rectángulo. 
Para ello hay que utilizar las relaciones trigonométricas inversas. Por ejemplo, se accede a la inversa 
de la tangente de un ángulo con ql (Arctan). Si conoces una distancia y una altura 
perpendicular, puedes utilizar la inversa de la tangente para encontrar el correspondiente ángulo de 
elevación. En la siguiente figura, QR representa la altura de la Torre Eiffel, en París (324 m). P es un 
punto situado a un kilómetro de la base de la torre, medido a nivel del suelo. ¿Cuál es el ángulo de 
elevación desde P hasta lo alto de la torre? 

 

arctantan ángulo 
RQ RQ

P P
PQ PQ

= ⇒ =  

La calculadora proporciona el resultado usando grados sexagesimales, como se muestra en la 
pantalla inferior izquierda:  

  

Para representar este ángulo usando grados sexagesimales, minutos y segundos, pulsa la tecla x, 
tal como se muestra en la pantalla superior derecha. Nuevamente, hay que tener cuidado a la hora de 
expresar los resultados con una exactitud defendible. En este caso, a un kilómetro de la Torre Eiffel, 
el ángulo de elevación desde el suelo es de aproximadamente 18º. 

Al usar la calculadora en trigonometría, a veces es necesario introducir ángulos en grados 
sexagesimales, minutos y segundos. Sin embargo, la calculadora trabaja con grados decimales. Para 
ver la relación entre estas dos formas de usar medidas sexagesimales, introducen un ángulo en 

  

  

  

  P  Q  

R  

324  m 

1  km  
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grados sexagesimales, minutos y segundos y presiona= para ver el resultado decimal. Para 
introducir el ángulo, pulse la tecla x después de entrar los grados sexagesimales, minutos y 
segundos; aunque se muestra un símbolo de grado cada vez, la calculadora interpreta el ángulo 
correcto, como muestra la primera pantalla después de pulsar =. Toca la tecla x para ver el 
ángulo en grados decimales. 

  

Vuelve a pulsar la tecla x para ver el ángulo en grados sexagesimales, minutos y segundos.  

Tablas de valores 

Resulta instructivo examinar tablas de valores que corresponden a las funciones trigonométricas, 
para ver cómo dependen estas funciones del valor que toma el ángulo. Para hacerlo, pulsa w3, 
para seleccionar el modo Tabla, e introduce las funciones que desees, usando x como variable. En las 
pantallas inferiores consideramos el seno y el coseno como funciones. Presiona = después de 
entrar en cada función.  

  

Como sólo se permiten 30 valores, una buena elección para construir la tabla consiste en empezar en 
x = 0º y terminar en x = 180º, con un paso de 10º (el símbolo del grado, sin embargo, no se usa). 
Pulsa = después de introducir cada valor. 

 

Usa las teclas del cursor para desplazar la tabla, que muestra en las dos últimas columnas los valores 
del seno y del coseno del ángulo. Observa cómo los valores de seno aumentan de los 0º a los 90º 
hasta alcanzar un valor máximo igual 1, para disminuir después hasta alcanzar nuevamente el 0 en 
los 180º. Los valores de coseno también muestran un patrón, pero algo diferente. Estas tablas te 
permitirán bosquejar las gráficas de las dos funciones, lo que ayudará a ilustrar las correspondientes 
relaciones matemáticas. 

  

Comprueba también que los ángulos que están situados a la misma distancia de 0º y de 180º tienen el 
mismo valor del seno, como se muestra en las pantallas superiores para 20º y 160º. Este hecho ilustra 
la relación general sen x = sen (180º – x). Nuevamente, la relación general es diferente para el 
coseno, cos x = –cos (180 ° – x). También puedes calcular los valores de sen x y de cos x para 180º ≤ 
x  ≤360º y observar otras relaciones. Recuerda que la tabla tiene un máximo de 30 filas, por lo que se 
requiere una elección del paso diferente (como por ejemplo 15º ). 

Mientras que las funciones seno y coseno mantienen una relación especial la una con la otra, la 
función tangente sigue un patrón diferente. Para explorarlo, en primer lugar, construye una tabla de 
valores para f (x) = tan (x), de 0º a 180º con paso de 10°. (Simplemente pulse = en lugar de definir 
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una segunda función, para construir una tabla de una sola función.) A continuación se muestran 
algunas partes de esta tabla: 

 

La calculadora muestra un mensaje de error para 90º, ya que no hay ningún valor definido para tan 
(90º).  
Para examinar desde más cerca el comportamiento de la función cerca de 90º, tabula valores de la 
función que estén cerca de 90º. Hay dos maneras de hacerlo. En las pantallas que siguen, se ha 
cambiado el rango de la tabla y el paso a 0,01, para asegurar que no se sobrepasan los 30 valores que 
admite la calculadora como máximo. 

   

Un método alternativo consiste en cambiar valores concretos de x, seleccionándolos e introduciendo 
un nuevo valor, seguido de =. Los valores tabulados cambiarán, consecuentemente. A 
continuación se muestran algunos ejemplos de este proceso, a partir de la tabla original. Observa en 
las dos últimas pantallas que los valores que exceden el ancho de visualización de la tabla también 
pueden introducirse y visualizarse. 

 

De la observación de estas tablas se deduce que existe una discontinuidad en x = 90°. La función 
cambia de signo alrededor de este valor, pasando de tomar valores positivos muy grandes a valores 
negativo también grandes. Las tablas ayudan a visualizar la forma de la gráfica de la función 
tangente desde 0º hasta 180º.  

Valores exactos 

Aunque las mediciones siempre implican aproximaciones (ya que ninguna medida es exacta), puede 
ser interesante estudiar los valores exactos de algunas relaciones trigonométricas. Puedes haber 
notado que la calculadora proporciona algunos de ellos, tres de los cuales se muestran a 
continuación. 

   

A menudo es posible ver el origen de estos valores, dibujando los triángulos adecuados. Por 
ejemplo, un triángulo rectángulo isósceles incluye ángulos de 45°, mientras que un triángulo 
equilátero está formado por ángulos de 60°. Además, puedes utilizar los anteriores valores del seno, 
el coseno y la tangente para hallar de otros ángulos. Para ello, tendrás que utilizar diversas fórmulas 
para las combinaciones de ángulos. Como ejemplo, consideremos la fórmula de la tangente de una 
suma de dos ángulos: 

tan tan
tan( )

1 tan tan

A B
A B

A B
++ =

−
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Puedes utilizar los valores exactos de tan 45º y tan 30º = 1 / √3 para calcular por ti mismo tan 75º. 
Deberías ser capaz de obtener el mismo resultado exacto que la calculadora, tal como se muestra a 
continuación: 

   

Experimenta de manera semejante con otras fórmulas trigonométricas que impliquen sumas y restas 
de senos, cosenos y tangentes. 

La calculadora también te ayudará a ver como se repiten los valores trigonométricos. Por ejemplo, 
las pantallas siguientes muestran cómo se repiten valores de la función seno cada 360º. 

    

El radián 

El radián es una unidad de medida que se obtiene a partir de una manera diferente de medir ángulos, 
mediante la medición de la longitud de una circunferencia. Así, un ángulo tiene una amplitud de      
1 radián cuando corta un arco de circunferencia de longitud igual al radio de la propia 
circunferencia. Como la longitud de la circunferencia es 2πr, siendo r el radio de dicha 
circunferencia, se puede decir que una vuelta completa a un círculo equivale a 2π radianes, que 
equivale a su vez a un ángulo de 360º (expresado en unidades sexagesimales). 

Si trabajas con frecuencia con ángulos expresados en radianes, conviene que configures tu 
calculadora en dicha unidad (accediendo a CONFIG). Una vez hayas configurado la calculadora en 
radianes, aparecerá una R en la pantalla que te recordará la actual configuración.  En las pantallas 
que se muestran a continuación, las medidas angulares se expresan en radianes. En la primera 
pantalla se ha introducido el ángulo en radianes. En la segunda pantalla se ha introducido el ángulo 
en grados sexagesimales, ya que se ha añadido el símbolo del grado (usando el menú 
correspondiente a la unidad de ángulo, T2) para anular temporalmente la configuración en 
radianes. En la tercera pantalla la calculadora asume que el ángulo se expresa en radianes y muestra 
el seno de 60 radianes: 

   

Cuando la calculadora está configurada en grados sexagesimales, puedes expresar en esta unidad 
ángulos expresados en radianes. Para hacerlo, introduce en primer lugar el ángulo. Seguidamente 
pulsa T y teclea 2 para acceder a las unidades angulares. Finalmente, pulsa 2 nuevamente para 
indicar que el ángulo se expresa en radianes. La conversión de 1 radian en grados sexagesimales 
usando este proceso se muestra a continuación: 
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Presiona = para acabar la conversión. Observa abajo que se ha usado x para completar la 
conversión de grados decimales a grados sexagesimales, minutos y segundos. Se observa 
claramente que un radian es un poco mayor que 57o.   

  

A continuación se muestran otros valores importantes usando qK (π).  

    

Las conversiones de grados sexagesimales a radianes se realizan directamente multiplicando por 

180

π . 

Podrías realizar esta conversión almacenando el multiplicador en una variable de memoria (usando 
la tecla J) y multiplicando por dicha variable cada vez que necesites realizar la conversión. La 
pantalla siguiente muestra este proceso. (Por supuesto, es necesario recordar que el multiplicador se 
ha almacenado en la memoria x). 

  

Si la calculadora está configurado en el modo radián (en CONFIG), puedes utilizar un procedimiento 
similar al descrito arriba para pasar de grados sexagesimales a radianes: consiste en introducir el 
ángulo y utilizar el menú T para indicar que se mide en grados sexagesimales. A continuación se 
muestran dos ejemplos. (Observa la pequeña R en la parte superior de la pantalla, que indica que la 
calculadora está en modo radián). 

  

El gradián o grado centesimal 

El gradián, o grado centesimal, surgió para proporcionar una forma de medir ángulos que fuera 
coherente con el sistema métrico decimal, que se basa en potencias y múltiplos de 10 para tanto 
unidades de medida como números. El gradián, que no se utiliza en la actualidad, salvo en ciertos 
aspectos de la topografía, se define de manera que en un ángulo recto haya 100 gradianes. En 
consecuencia, en un círculo completo hay 400 radianes. Puedes utilizar procedimientos similares a 
los descritos anteriormente para convertir medidas. 

En las siguientes pantallas se muestran algunos ejemplos. Observa que la calculadora se encuentra 
en grados sexagesimales (como muestra el pequeño símbolo D): 
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Los valores y las relaciones entre funciones trigonométricas se mantienen con independencia de cuál 
sea la forma en que se miden los ángulos, como demuestran las siguientes pantallas. En cada caso, 
se está determinando el seno del mismo ángulo, aunque se utilizan diferentes unidades de medida:   

   

Identidades trigonométricas 

Se llaman identidades a aquellas relaciones algebraicas que son ciertas para cualquier valor que 
tome la correspondiente variable. La ClassWiz puede usarse para explorar algunas relaciones 
algebraicas  

Un buen ejemplo de identidad tiene que ver con los senos y cosenos de ángulos complementarios (es 
decir, aquellos que suman 90º). 

Las tablas que se muestran a continuación muestran los senos de ángulos comprendidos entre 0º y 
90º y los cosenos de sus ángulos complementarios. 

   

Las dos primeras pantallas que siguen muestran que el seno de un ángulo tiene idéntico valor al 
coseno de su ángulo complementario. En la tercera pantalla se ha elegido otro valor para x, para 
sugerir que la relación se cumple en todos los casos, lo que corresponde, precisamente, al concepto 
de identidad matemática. 

     

En este caso, la identidad puede escribirse como sen (A) = cos (90º – A). 

Existe una relación de gran importancia entre el seno y el coseno de un ángulo, llamada Identidad 
Pitagórica. Dicha relación se expresa generalmente de la forma sin2A + cos2A = 1.  

Para cualquier ángulo A, el cuadrado del seno y el cuadrado del coseno suman 1. Ten cuidado con la 
notación de sin2 A, que significa (sin A)2. En las siguientes pantallas se ilustra la Identidad Pitagórica 
para un ángulo de 8º. Observa que la calculadora no permite usar la tecla d inmediatamente 
después de la tecla j, por lo que debe pulsarse después de cerrar los paréntesis para cada término.  

    

Para ver que la identidad es siempre cierta (lo que es un requisito para que la igualdad pueda ser 
considerada una identidad) construye una tabla de valores para la función f(x) = sin2x + cos2x y 
comprueba que siempre toma el valor 1.  
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Es importante señalar que la Identidad Pitagórica permite hallar las razones trigonométricas de un 
ángulo a partir de una de ellas: 

2cos 1 senA A= −   y tan
cos

sen A
A

A
=  

Comprueba que estas relaciones son correctas evaluándolas en la calculadora para algunos ángulos. 

Sistemas de coordenadas 

Además de tratar con triángulos, la trigonometría también está involucrada en la representación de 
puntos en el plano. Las coordenadas rectangulares constituyen la forma más común de representar 
los puntos. Este sistema de coordenadas consiste en especificar cuán lejos está un punto a la derecha 
del eje vertical y cuán lejos está sobre el eje horizontal.  Así, el punto (2, 3) está 2 unidades a la 
derecha del eje vertical y 3 unidades arriba del horizontal.  

En general, las coordenadas rectangulares se representan por (x, y). Las coordenadas rectangulares se 
denominan con frecuencia coordenadas cartesianas, en honor a su inventor, el matemático y filósofo 
René Descartes. Un sistema de coordenadas alternativo son las coordenadas polares, que se basan en 
medir la distancia de un punto al origen y el ángulo de rotación en el sentido anti horario que forma 
la horizontal con la línea que une el origen con el punto en cuestión. Las coordenadas polares se 
representan por (r, θ).  

La ClassWiz incluye los comandos q+ (Pol) y qp (Rec), que permiten realizar 
conversiones entre los dos sistemas de coordenadas. Para utilizar dichos comandos, habrás de 
introducir una coma, disponible a través q). Las siguientes pantallas muestras cómo convertir 
coordenadas rectangulares en coordenadas polares. Asegúrate que usas las unidades angulares 
correctas (grados sexagesimales o radianes). 

 

Dado que los números son demasiado largos como para caber en el ancho de la pantalla, usa el 
cursor $ para ver el resultado al completo.  

En este caso, el punto (2, 3) puede representarse con las coordenadas polares (3,61, 56,31), lo que 
indica que se encuentra a 3,61 unidades del origen y formando un ángulo con la horizontal de 
56,31o, en el sentido anti horario.   

Comprueba en las figuras adjuntas que el mismo punto puede describirse usando coordenadas 
cartesianas y coordenadas polares.   
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Análogamente las siguientes pantallas muestran las coordenadas rectangulares del punto que se 
encuentra a 5 unidades del origen y rotado 120o en sentido anti horario.   

 

En consecuencia, el punto (5, 120º) puede representarse en coordenadas cartesianas como (–2.50, 
4,33), aproximadamente. Observa que este punto se encuentra en el segundo cuadrante, ya que el 
valor de x es negativo, y el valor de y, positivo.  
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Ejercicios 
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudarte a desarrollar tus habilidades con la calculadora. 

1. Halla a) sen 36o b) cos 2 radianes c) tan 70 gradianes.  

2. Expresa 34.458º en grados, minutos y segundos. 

3. Expresa 26º15’45’’ en grados decimales. 

4. La tangente de un ángulo de un triángulo rectángulo es 0,6. ¿Cuál es la amplitud del ángulo? 

5. Construye una tabla de valores para la función coseno para ángulos de entre 0º a 180º. Utiliza la 
tabla para estudiar la relación entre cos x y cos (x – 180º) 

6. Halla el valor exacto de sen 15º.  

7. La amplitud de un ángulo es 1,4 radianes. Expresa esta amplitud en grados, minutos y 
segundos. 

8. ¿Cuál es la expresión en radianes de un ángulo cuya amplitud es de 31º? 

9. Ordena según su amplitud los siguientes ángulos: 126º, 2,2 radianes y 138º. 

10. Escribe las coordenadas polares asociadas con el punto de coordenadas cartesianas (6, 5). 

11. Escribe las coordenadas cartesianas asociadas a un punto cuyas coordenadas polares son (4, 
240º). ¿En qué cuadrante se localiza el punto?  

12. Unos estudiantes quieren determinar la altura de un árbol que se encuentra a 50 m de ellos. Para 
ello, miden el ángulo de elevación, que resulta ser de 17º. Calcula la altura aproximada del 
árbol.  

 

13. El área de un triángulo ABC es 1
sen

2
A ab C= , donde a y b son las longitudes de dos de los 

lados y C es el ángulo que forman. Usa esta relación para encontrar el área del triángulo que se 
muestra a continuación. 
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Actividades 
El principal objetivo de estas actividades es ayudarte a usar la calculadora para aprender matemáticas.  

Puedes pensar que algunas actividades son demasiado avanzadas para ti. Ignora aquellas que aún no entiendas. 

1. Considera. Las medidas reales realizadas con los instrumentos de medida siempre contienen 
errores. Considera el triángulo rectángulo de la primera página de este módulo y asume que la 
longitud del lado AB es de 4,2 ± 0,1 m y que la amplitud del ángulo B es de 38º ± 5º. Explora 
los efectos que tienen estas incertidumbres en el cálculo del lado CA. 

2. Construye una tabla de valores para las funciones seno y coseno, con ángulos entre 0º y 360º. 
Usa un paso de 15 unidades para que la tabla no sea demasiado grande y estudia los valores 
para buscar relaciones entre los senos y los cosenos de ángulos de diferentes cuadrantes.  

3. Configura tu calculadora en radianes, en lugar de en grados sexagesimales, y construye una 
tabla de valores para la función seno, f(x) = sin (x), y para la función coseno, g(x) = cos (x), para 
valores de x comprendidos entre 0 y π. Usa un paso de π ÷ 24. (Para introducir π en la 
calculadora teclea qK.) 

a) Compara tu tabla con la que se sugiere en el texto, que utiliza grados sexagesimales. ¿Qué 
simetrías se observan en la tabla?  

b) Utiliza el dibujo de un círculo unitario para entender las razones de estas simetrías. 

4. Configura tu calculadora en grados sexagesimales y explora las relaciones entre los ángulos y 
sus senos.  

a) ¿Si se duplica la amplitud de un ángulo, se duplica también su seno? En otras palabras, ¿es 
sen 2A = 2sen A? Trabaja con un compañero de manera que uno busque sen A y el otro sen 2A 
para diferentes valores de A. Puede resultar de ayuda construir las correspondientes tablas. 

b) De hecho, sen 2A = 2 sen A cos A. Comprueba esta relación con diferentes valores del ángulo 
A. Trabaja con un compañero de manera que cada uno evalúe uno de los miembros de la 
igualdad para diferentes valores de A. Puede resultar de ayuda construir las correspondientes 
tablas. 

5. La latitud de Perth, en el oeste de Australia, es de 31º 57’ Sur, y la longitud, de 115º 52’ Este, 
según el Philips’s Great World Atlas. (La latitud se mide desde el ecuador y la longitud desde 
Greenwich, Inglaterra). 

a) Usa tu calculadora para expresar estas medidas en grados decimales. 

b) Si la circunferencia de la Tierra es de 40 000 km, ¿a qué distancia al sur del ecuador se 
encuentra Perth? 

c) ¿A qué distancia se encuentra Perth del Polo Sur? 

d) Comprueba la localización de tu propia ciudad usando un atlas, Internet o el Sistema de 
Posicionamiento Global (GPS). 

6. Dibuja un triángulo sobre el papel y mide cuidadosamente las longitudes de sus tres lados y las 
amplitudes de sus tres ángulos. Deberías poder medir las longitudes hasta el milímetro más 
próximo y lo ángulos hasta el grado más próximo. Usa la relación para el área de un triángulo 
que se ha mostrado en el ejercicio 11 y determina el área de tu triángulo de tres maneras 
diferentes (dependiendo de cuál el ángulo que se ha elegido como C). ¿En qué medida se 
aproximan los tres cálculos? Comprueba tus mediciones cuidadosamente si fuera necesario. 
Repite el proceso con otro triángulo y comprueba tus resultados con los de otros compañeros. 
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Notas para los profesores 
Este módulo destaca algunas formas en las que la CASIO ClassWiz puede ayudar a los estudiantes a 
analizar varios aspectos de la trigonometría. Se incluyen las tres unidades de medida para los ángulos 
(grados sexagesimales, radianes y gradianes), así como las conversiones entre las coordenadas 
rectangulares (cartesianas) y las coordenadas polares. El texto está pensado para ser leído por los 
estudiantes y les ayudará a ver cómo se puede utilizar la calculadora para examinar varios conceptos 
trigonométricos. Conviene que los estudiantes realicen los Ejercicios individualmente, a fin de 
adquirir destreza en el uso de la calculadora. En cuanto a las Actividades, es preferible que las 
realicen en parejas, de modo que puedan discutir sus ideas en clase y aprender los unos de los otros. 

Soluciones de los ejercicios 

1. a) 0,5878   b) –0,4161   c) 1,9626   2. 34o27’28,.8”   3. 26,2625   4. 30,9638 grados   5. Usa 
un paso de 10º para ver que cos (180o – x) = –cos x   6. (√6 – √4)/4   7. 80o12’50.73”                              
8. 31π/180 = 0,5411R   9. Exprésalos en las mismas unidades de medida para ver que                    
138 gradianes < 126º < 2,2 radianes.  10. (7,8102, 39,8056º)  11. (–2, –3,4641), en el tercer 
cuadrante.  12. 50 tan 17 ≈ 15.3 m      13. 1036 cm2 

Actividades  

1. Esta actividad muestra la inevitabilidad de los errores de medida y estudia algunas de sus 
consecuencias. En el ejemplo, la longitud AC puede ser tan pequeña como 2,23 m y tan grande 
como 2,93 m, lo que representa un rango considerable. Esperamos que este tipo de exploraciones 
desanimen a los estudiantes a usar todas las cifras decimales que proporcionan las calculadoras. 
Puede resultar productivo discutir los errores de medida que se obtienen en las mediciones prácticas 
de longitudes y ángulos (observa que los errores para los ángulos son mayores que para las 
longitudes).   

2. Esta actividad continúa con aquello que se sugiere en la tercera página de este módulo, e incluye 
una extensión a los ángulos que no están asociados con triángulos, como los comprendidos entre los 
180º y los 360º. Puede animarse a los estudiantes a considerar las relaciones entre las razones 
trigonométricas del ángulo A y las del ángulo (A + 360o). Las actividades de este tipo son 
especialmente apropiadas cunado se asocian con dibujos (como el círculo unidad) y pretenden 
añadir significado a relaciones formales del tipo cos (180o – A) = –cos A.  

3. Esta actividad pretende mostrar a los estudiantes que las relaciones fundamentales entre ángulos 
no cambian cuando se modifican las unidades de medida correspondientes. Observa que la 
calculadora convierte a decimal el valor exacto de π y π÷24.  

4. Muchos estudiantes parecen haber desarrollado la errónea idea de que sen 2A = 2 sen A. En esta 
actividad se procede a explorar numéricamente esta situación para poner de manifiesto lo incorrecto 
de semejante generalización. Puede resultar muy efectivo, a tal efecto, usar un par de tablas para f(x) 
= sin 2x y g(x) = 2 sin x.  

5. Es posible que los alumnos necesiten una pequeña ayuda si no están familiarizados con los 
conceptos de latitud y longitud. Conviene explicarles que la distancia del ecuador a los polos es de 
10000 km (lo que corresponde a un arco de 90º), de manera que puedan usarla para estimar las 
distancias curvas proporcionalmente. [Soluciones: a) 31.95 S, 115.87 E  b) 35550 km c) 6450 
km] 

6. La calculadora permite realizar muchas actividades prácticas con medidas reales. Este ejemplo 
ayudará a los estudiantes a ver la el valía de la fórmula del área, pero también a apreciar la 
importancia que tienen las mediciones precisas, si bien es inevitable que los resultados calculados 
difieran de los medidos. Trabajar de esta manera puede desanimar a los estudiantes a arrastrar un 
número excesivo de decimales en los resultados. 
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Módulo 5 
Funciones exponenciales y logarítmicas 

Las funciones exponenciales y las logarítmicas ocupan un lugar muy importante en las matemáticas, 
y sus aplicaciones. La calculadora CASIO ClassWiz proporciona un apoyo significativo para la 
comprensión y la aplicación de estas nociones matemáticas. Para comenzar con el módulo pon tu 
calculadora en modo Cálculo, presionando w1.  

Exponentes y raíces 

A estas alturas ya debes estar familiarizado con las potencias, en particular con los cuadrados y los 
cubos de números enteros. La calculadora permite calcular potencias mediante la repetición de 
multiplicaciones sucesivas de un número consigo mismo. Así, si introduces en la calculadora 342, 
usando la tecla d, la calculadora realiza la operación 34 × 34. Análogamente, la tecla u utiliza 
la división para evaluar el inverso de un número dado. Otros exponentes como los que implican 
fracciones, decimales o potencias mayores que 2 o 3 requieren hacer uso de la tecla ̂.  

Cuando se opera con potencias que tienen la misma base, pueden usarse las leyes de los exponentes. 
Por ejemplo, el producto de 27 y 23 puede expresarse como una potencia de 2, sumando (y no 
multiplicando) los exponentes. Para ver qué exponente es el adecuado, una vez se muestre en 
pantalla el resultado de la operación, usa el comando FACT (al que se accede mediante qx), 
como se muestra a continuación:  

  

De manera similar, para dividir potencias que tienen la misma base, los exponentes han de restarse 
(y no dividirse). A continuación se muestra un ejemplo: 

  

Observa que estos cálculos ilustran acertadamente las leyes de los exponentes porque la base de las 
potencias es un número primo. Si la base fuera un número compuesto, los productos y cocientes 
deberían evaluarse con más atención, como se muestra a continuación: 

  

Si bien el significado de potencias cuyo exponente es un número, como 345, natural está bastante 
claro, no está tan claro cuál es el resultado de potencias como 342/5 o 340,43. En el módulo 2 se 
mostraron algunos casos de potencias fraccionarias. Se vio, por ejemplo, que elevar un número al 
exponente 1/2 es lo mismo que aplicarle la raíz cuadrada, como se muestra a continuación: 

   

Una relación similar a esta es evidente para las raíces cúbicas: 
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Propiedades como estas dependen de la ley de los exponentes, según la cual cuando se multiplican 
potencias que tienen la misma base, se suman los exponentes. 

1 1 1 1 1 1
13 3 3 3 3 3a a a a a a

+ +
× × = = =  

Razonamientos semejantes a estos pueden ayudar a entender cuál es el significado de los números 
elevados a potencias fraccionarias o decimales. Considera, por ejemplo, 342/5, usando las 
propiedades de los exponentes:  

( )
22 1 1 1 1 1 2 1 1

2 25 5 5 5 5 5 5 5 534 34 34 34 34 o 34 34 34
+ × 

= = × = = = 
 

 

En consecuencia, una manera de entender la potencia fraccionaria 342/5 es considerarla como el 
cuadrado de la raíz quinta de 34. Otra manera de entender dicha potencia es considerarla como la 
raíz quinta del cuadrado de 34, como se muestra en las siguientes pantallas:  

  

La calculadora muestra que estas dos maneras de entender las potencias de exponente fraccionario 
proporcionan los mismos resultados decimales. Para comprobarlo, se ha hecho uso de la tecla 
exponente (̂ ) y de la tecla raíz F, respectivamente. Observa que 342/5 es un poco más 
pequeño que √34, como se muestra arriba, lo que era de esperar, ya que 2/5 es un poco más pequeño 
que 1/2.  

Hemos ilustrado estas propiedades para el número 34, pero el mismo argumento es aplicable a 
cualquier otro número positivo. Una importante relación general que puede ayudarte a entender el 
concepto de número elevado a varias potencias se muestra a continuación, para todos los enteros m 
y n (≠ 0) y para cualquier base tal que x > 0:  

( )
1 mm m

nn nx x x
 

= = 
 

 o ( )
1m

nm mn nx x x= =  

Aunque puedes calcular el resultado de elevar un número a un exponente fraccionario o decimal 
utilizando cualquiera de las representaciones anteriores, suele ser más conveniente calcularlo 
directamente, usando la tecla ̂ . Las siguientes pantallas muestran las tres posibilidades de 
calcular 340,43.  

 

Observa, en algunas de las pantallas anteriores, que, siendo los exponentes 2/5 < 0,43 < 1/2, las 
potencias respectivas de 34 mantienen la misma relación: 

2 1
0,435 22 1

0, 43  4 34 34
5 2

< < ⇒ < <  
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Exploración de funciones exponenciales 

Una función exponencial es una función en la que el exponente es variable. Muchos ejemplos de 
funciones exponenciales surgen de situaciones en las que se produce un crecimiento o un 
decaimiento. Por ejemplo, considera una población inicial de 40 bacterias que duplica su tamaño 
cada hora. Si x representa el número de horas que han transcurrido desde el inicio, el número de 
bacterias en cualquier momento viene dado por la siguiente función exponencial: 

f(x) = 40 × 2x 

Una buena manera de entender cómo crece la población de bacterias consiste en construir una tabla 
de valores para la función. Usa el modo Tabla, con w3, y elige valores para x desde 0 
(inicialmente) hasta 24 (transcurrido un día).   

   

Al desplazar la tabla se observa que la población de bacterias se inicia con 40 individos y se duplica 
cada hora. La tabla muestra con claridad que este tipo de crecimiento es muy rápido. Si te desplazas 
a la parte inferior de la tabla, verás que después de 24 horas la población supera los 671 millones de 
bacterias! 

Observa que cuando x = 0 , f(0) = 40 × 20 = 40 , ya que un número positivo elevado a cero es 
siempre 1 . 

El crecimiento puede ser examinado en intervalos de tiempo menores que la hora. Por ejemplo, si 
construyes una tabla de valores con un paso de 0,1 en lugar de 1, podrás observar cómo crece la 
población de bacterias cada seis minutos (0,1 h). (Necesitas reducir el valor máximo de la tabla a 
2,9, para no desbordar la capacidad de la calculadora, que permite tabular un máximo de 30 
valores).  He aquí algunos extractos de la tabla:  

 

Observa que la función exponencial, utilizada para modelar crecimientos, produce resultados que no 
son números enteros (cosa que no resulta razonable en el caso de las bacterias). Esta es una 
característica común de los modelos matemáticos, que siempre representan una versión ideal de la 
realidad. 

Observa también que en cada período sucesivo, la población crece un poco más que en el periodo 
anterior. Así, entre las 0 h y las 0,2 horas la población aumento en (casi) 6 individuos; entre las 0,3 h 
y las 0,5 h, en más de 7 individuos, y entre las 0,6 h y las 0,8 h, en más de 9. Este tipo de 
variaciones es típico del crecimiento exponencial. Explora por ti mismo algunas otras partes de la 
tabla. 
Las gráficas de las funciones exponenciales con base positiva mayor que 1 tienen una forma 
distintiva. La siguiente gráfica de f(x) = 2x se ha realizado con la calculadora gráfica CASIO fx-
CG20 y muestra un rápido crecimiento para valores positivos de x. La función sólo toma valores 
positivos, pero son muy pequeños para x < 0. Ten en cuenta que cuando x = 0, el valor de la función 
es 1 (ya que 20 = 1). 
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Algunas funciones exponenciales no describen crecimientos exponenciales, sino decaimientos. Se 
trata de funciones exponenciales cuyas bases son mayores que 0 y menores que 1, por lo que cuanto 
mayores son los exponentes, menores son los valores que toma la función. Un buen ejemplo de este 
decrecimiento exponencial se da en la desintegración radiactiva. Todo material radiactivo tienen 
asociado lo que se conoce como vida media, que se define como el tiempo que ha de pasar para que 
la mitad del material radiactivo que existe en un momento dado se desintegre. Si se conoce la vida 
media, se puede determinar la función que caracteriza el decaimiento exponencial. 

Supón que se dispone de una muestra de 20 g de una sustancia radiactiva cuya vida media es de 40 
días. Un modelo que permite predecir la cantidad de material que queda en la muestra después de x 
días es el siguiente: 

f(x) = 20bx  

Donde b representa la base del modelo. Si se sustituye en esta expresión x = 40 (la vida media), se 
ha de obtener, por la propia definición de vida media, que f(40) = 10. Luego: 

f(40) = 20b40 = 10 

De donde puede hallarse 140 0,5 0,98282 1.0175b −= ≈ = , como se muestra a continuación: 

   

Por lo que este modelo particular para el decaimiento exponencial puede expresarse 
aproximadamente como: 

f(x) = 20 × 0,9828x  o  f(x) = 20 × 1,01748–x  

La primera expresión tiene base menor que uno y exponente positivo, mientras que la segunda 
expresión tiene base mayor que 1 y exponente negativo. Si construyes una tabla de valores para esta 
función, usando cualquiera de sus dos expresiones, verás claramente que su valor disminuye a 
medida que la variable (x) aumenta, y con el tiempo se aproximará a cero, a medida que el material 
se desintegre. A continuación se muestra una tabla con algunos valores que ilustran esta propiedad:  

   

Uso de modelos exponenciales 

Las funciones exponenciales son muy útiles para modelar algunos fenómenos del mundo real. El 
crecimiento exponencial (o el decaimiento) se produce cuando una cantidad aumenta (o disminuye) 
en un factor constante en cada periodo de tiempo. Muchos procesos naturales de crecimiento son de 
este tipo; tal es el caso del crecimiento de la población de un país, que por lo general se describe 
mediante una tasa porcentual anual.  
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Así, durante cada período de tiempo, si el porcentaje es constante, el crecimiento aumenta debido a 
que la propia población se está incrementando. 

Los cambios demográficos no son tan rápidos como los que se dan en las poblaciones de bacterias, 
por supuesto, pero el tipo de crecimiento es el mismo en los dos casos. 

Un ejemplo de crecimiento exponencial se observa en Arabia Saudí, con una población total 
estimada en unos 30 millones de personas en 2016 y una tasa de crecimiento anual de 
aproximadamente el 1,5%. Para construir un modelo matemático que describa la población de 
Arabia Saudí, suponemos que la tasa de crecimiento de la población es estable (aunque, en realidad, 
es probable que cambie con el tiempo). 

Cada año la población se incrementa en un 1,5%. Para reconocer este crecimiento como un 
crecimiento exponencial es preciso entender que un incremento del 1,5% equivale a multiplicar la 
población de cada año por el 101,5%, o por 1,015. Así, la población x años después del 2016 viene 
dada por la función exponencial: 

f (x) = 30 × 1.015x 

Una tabla de valores te permitirá estimar la población después de que hayan pasado varios años. 
Algunos ejemplos se muestran a continuación. Ten en cuenta que las estimaciones de la población 
se expresan en millones, por lo que el modelo estima que la población de Arabia Saudí será de, 
aproximadamente, 40,4 millones en el 2036: 

     

Modelos exponenciales como estos son útiles para predecir el crecimiento. Pueden utilizarse para 
responder a preguntas como "Si la tasa de crecimiento actual continúa, ¿cuándo debemos esperar que 
la población de Arabia Saudí alcance los 35 millones de personas?" O "¿Cuántas horas han de pasar 
para que la población de bacterias alcance el millón?”. Para responder a preguntas de este tipo, se 
puede construir una tabla de valores para la función exponencial que describe el crecimiento, 
escogiendo convenientemente los valores para el Inicio, el Final y el Paso, como se muestra en las 
siguientes pantallas: 

   

Al ajustar y desplazar la tabla se determina que la respuesta a la primera pregunta es sobre el 2016, 
es decir, 10 años después del 2016. La respuesta a la segunda pregunta ronda las 14,6 – 14,7 horas 
después del inicio. Si bien estos enfoques pueden resultar adecuados en la práctica, existe una 
aproximación más adecuada a este tipo de cuestiones: el uso de logaritmos. Los consideramos a 
continuación.  

Logaritmos 

La idea de logaritmo está fuertemente relacionada con la idea de exponente. Para ver cómo se 
relacionan ambos conceptos, considera la función exponencial con base 10: 

f(x) = 10x  

Si conocemos el exponente, como por ejemplo x = 1,2, podemos hallar el valor de la expresión, 
usando la tecla de la calculadorâ. De hecho, existe un comando especial para funciones 
exponenciales con base 10, el comando G, al que se accede mediante qi. Las pantallas 
inferiores muestran el resultado de usar ambos métodos:  
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Cuando x toma valores enteros, a veces ni siquiera es necesario usar la calculadora: 

 

Para los números que son potencias de diez, como (100, 1000, 10 000 …) es relativamente sencillo 
hallar los exponentes que da lugar a dichos valores (2, 3, 4…, respectivamente). Sin embargo, para 
otros números es mucho más difícil encontrar el correspondiente exponente de 10. Por ejemplo, ¿qué 
exponente se necesita para que f(x) = 10x = 6?  

Una manera de abordar este problema consiste en construir una tabla de valores para la función 
exponencial f(x) = 10x. Observa con atención las siguientes pantallas para ver que con cada una se 
está más cerca de encontrar el valor exacto de x. 

 

El valor exacto parece hallarse entre x = 0,778 y x = 0,779. Se pueden construir otras tablas para 
aumentar la precisión de este valor. Un enfoque alternativo para determinar con suficiente precisión 
el valor buscado de x consiste en ajustar su valor hasta que f(x) se aproxime 6. Esto se consigue 
cambiando, sucesivamente, el valor de x en la tabla y presionando =. A continuación, se muestran 
algunos ejemplos de este método: 

 

Encontrar el exponente de 10 que da lugar a un número en concreto es una herramienta muy útil, sin 
embargo, la calculadora dispone de teclas especiales que permiten completar este proceso de forma 
rápida y eficiente. El valor al que hay que elevar, por ejemplo, 10 para obtener 6 se conoce como 
logaritmo en base 10 de 6. Las siguientes pantallas muestran que log106 = 0,77815. En la primera 
pantalla, se ha usado la tecla i, que requiere que se introduzca la base de los logaritmos (en este 
caso, 10). 

 

Los logaritmos en base 10 se usan tan ampliamente que con frecuencia se denominan simplemente 
logaritmos (sin mencionar cuál es la base), y la calculadora usa la misma convención. La segunda de 
las pantallas superiores muestra este hecho: al usar el comando qzc no es preciso 
introducir la base 10.  

El logaritmo de un número es el exponente al que hay que elevar 10 para obtener dicho número. La 
primera de las siguientes pantallas muestra que el valor 0,77815, obtenido en las tablas de valores 
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anteriores, es una buena aproximación para log 6. La pantalla central muestra que el valor 
0,7781512504, obtenido mediante la tecla g es una mejor aproximación. La tercera pantalla 
ilustra el significado de log 6. En la práctica, se utilizan aproximaciones decimales, ya que la 
mayoría de los logaritmos son número irracionales. 

 

Comprueba con tu calculadora que las dos operaciones inversas (elevar 10 a un exponente y 
encontrar el exponente al que hay que elevar 10 para obtener un determinado número) están 
estrechamente relacionadas, lo que muestra la fuerte conexión que existe entre las funciones 
exponenciales y las logarítmicas. Estudia estas pantallas cuidadosamente, ya que conjuntamente 
reflejan la definición de los logaritmos en base 10. 

 

Los logaritmos en base 10 también se denominan logaritmos "comunes" y fueron muy importantes 
durante siglos para realizar cálculos mediante las llamadas reglas de cálculo –antes de la invención 
de las calculadoras y los ordenadores.   

Propiedades de los logaritmos  

Hoy en día no es necesario usar logaritmos para realizar cálculos, especialmente cuando se dispone 
de una calculadora. Sin embargo, un breve análisis a la forma en que se usaron los logaritmos 
antiguamente para realizar cálculos aclarará algunas de sus propiedades. 

Las propiedades clave de los logaritmos, que los hicieron tan útiles en el pasado, derivan de la 
siguiente ley de las potencias: 

103,1 × 101,2 = 103,1+1,2 = 104,3    y     (101,2 )3 = 101,2×3 = 103,6  

Estas expresiones ponen de manifiesto que los números que se escriben como potencias de 10 
pueden multiplicarse sumando sus exponentes y que la potencia de una potencia se puede hallar 
realizando multiplicaciones. Es mucho más fácil sumar que multiplicar, y mucho más fácil 
multiplicar que encontrar exponentes, por lo que, antes de la era de la calculadora, la 
representación de los números mediante los logaritmos facilitó enormemente el cálculo, 
especialmente a los científicos e ingenieros. (Los logaritmos se obtenían de tablas impresas, no de 
calculadoras, por supuesto. Las reglas de cálculo también se usaban para obtener respuestas 
aproximadas.)  

Considera, a modo de ejemplo, las dos pantallas que siguen: 

  

Observa que, siendo 2 × 3 = 6, se cumple que log 2 + log 3 = log 6, ya que ambos miembros 
representan el mismo número ( ≈ 0,778 ). De la igualdad anterior se deduce que, aunque 2 × 3 = 6 
implica una multiplicación, cuando se usan logaritmos, sólo se requiere utilizar la suma.  

2 × 3 = 6 → log 2 + log 3 = log 6 
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Para obtener nuevamente el valor 6 a partir de log 6 es necesario ser capaz de convertir el resultado 
de un logaritmo (en este caso  0,778 ... ) de nuevo en un número, lo que se completa en la 
calculadora utilizando este resultado como exponente de 10, como se muestra a continuación:  

  

Antiguamente, este proceso contrario también se llevaba a cabo utilizando un libro de tablas, y no 
una calculadora. 

Una idea similar se aplica a la división, que puede realizarse a partir de la resta de logaritmos. 
Veamos cómo con el siguiente ejemplo, en el que se realiza la división 6 ÷ 3 = 2 utilizando 
logaritmos: 

 

Los logaritmos permitieron hallar potencias y raíces de forma sencilla a partir de multiplicaciones y 
divisiones, lo que simplificó enormemente el cálculo. En las siguientes pantallas, por ejemplo, la 
doceava potencia de un número se determina a partir de multiplicar su logaritmo por 12. Esta es una 
manera mucho más fácil de calcular 3,212 que multiplicar 3,2 por sí mismo doce veces. Por supuesto, 
hoy en día, es mucho más fácil usar la calculadora directamente, como muestra la tercera pantalla: 

 
Los logaritmos en base 10 fueron especialmente útiles, debido a que utilizamos un sistema de 
numeración decimal (que también tiene base 10). Las siguientes tablas muestran algunos ejemplos 
de la función logarítmica f(x) = log x. 

 
Comprueba en las tablas superiores que log 20 = log 10 + log 2 = 1 + log 2. También puedes 
comprobar que log 2000 = log 1000 + log 2 = 3 + log 2. Estas igualdades demuestran que los 
logaritmos de números grandes se pueden expresar como la suma del logaritmo de un número 
pequeño y el logaritmo de una potencia de 10, de manera que las tablas de logaritmos recogían con 
frecuencia solo números comprendidos entre 1 y 10. 

Como se ha señalado anteriormente, tu calculadora realiza ahora cálculos que anteriormente 
requerían de registros y tablas. Busca una vieja tabla de logaritmos y comprueba por ti mismo 
algunas de las propiedades que se han descrito en esta sección. 

Logaritmos en otras bases  

La idea de logaritmo está conectada con la de función exponencial. Hasta la fecha, hemos utilizado 
solamente funciones exponenciales de base 10. Sin embargo, cualquier número positivo puede 
servir como base. Así, por ejemplo, dado que 35 = 243, podríamos decir que el logaritmo de 243 en 
base 3 es 5, lo que se escribe como log3243 = 5.  
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En la calculadora, los logaritmos de bases positivas pueden obtenerse con i, como se ha visto al 
estudiar los logaritmos en base 10. Introduce la base de los logaritmos y luego presiona $ para 
introducir el número en cuestión; después presiona =: 

 

La última de las pantallas superiores muestra que la relación entre el logaritmo de un número en una 
determinada base y la función exponencial con la misma base es similar a la relación que 
corresponde a los logaritmos y potencias de base 10. 

Hasta ahora, hemos utilizado el comando g para obtener logaritmos en base 10, pero también 
pueden introducirse logaritmos en otras bases. Para hacerlo, pulsa la tecla g, introduce la base, 
añade una coma (q)) e introduce, finalmente, el número en cuestión. A continuación se 
muestra cómo se obtiene log2128 = 7: 

 

(Cuando no se introduce ninguna base, se supone que se trata de la base 10.) Cualquier método 
produce el mismo resultado, aunque por lo general es más rápido usar la tecla i. La elección del 
método es una cuestión de preferencia personal.  

Observa también que, para cualquier base positiva, el logaritmo de la propia base es siempre 1, el 
logaritmo de 1 es siempre 0 (ya que cualquier base elevada a 0 es 1) y el logaritmo de un número 
positivo menor que 1 es negativo. A continuación se muestran tres ejemplos de esas propiedades: 

 

Sugerimos que estudies otros ejemplos por ti mismo para comprobar estas propiedades. Comprueba 
también que no se pueden hallar logaritmos de números negativos o logaritmos en bases negativas, 
ya que no están matemáticamente definidos. 

Los logaritmos proporcionan una potente herramienta para resolver algunos problemas prácticos, 
tales como el de las bacterias y el de la población de Arabia Saudí. Para determinar cuándo se espera 
que la población de bacterias alcance el millón de individuos hay que resolver la siguiente ecuación 
exponencial:  

40 × 2× = 1 000 000   

o  2× = 25 000 

Puedes resolver este problema usando logaritmos en base 2, ya que la solución (x) es el logaritmo en 
base 2 de 25 000. El comando i permite determinar el valor de dicho logaritmo: 
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La solución es, aproximadamente, 14 horas y 36 minutos. Este método de resolución es mucho más 
sencillo que el que consiste en analizar la tabla de valores de la función. Ten en cuenta que el 
resultado (14,61 horas) se ha expresado en horas, minutos y segundos, utilizando la tecla x, que se 
vio en el módulo 4, aunque la excesiva precisión que se ha obtenido no tiene justificación en el 
contexto de este problema.  

Existe otra manera de solucionar ecuaciones del tipo 2x = 25 000. Consiste en calcular los 
logaritmos a ambos lados de la igualdad (usando la propiedad según la cual log  ab = b log a). 

log (2x) = log 25 000  

x log 2 = log 25 000  

x = 
log 25000

log 2
     

Este resultado es el mismo que el que se halló anteriormente, aunque resulta más engorroso de 
obtener. 

  

Para hallar cuando se prevé que la población de Arabia Saudí alcance los 35 millones de personas, 
hay que resolver la siguiente ecuación exponencial: 

f(x) = 30 × 1.015x = 35  

35
1.015

30
x =  

Puedes afrontar este problema usando logaritmos, ya que las ecuaciones muestran que el valor 
buscado puede considerarse el logaritmo en base 1,015 de 35/30. La calculadora permite encontrar 
este valor directamente, como se muestra a continuación, utilizando cualquiera de los dos comandos 
para los logaritmos. 

  

En consecuencia, se prevé que la población de Arabia Saudí alcance los 35 millones de personas en 
el 2026, es decir, un poco después de que hayan trascurrido 10 años a partir del 2016. Nuevamente, 
este proceso de resolución es más sencillo que el que consiste en utilizar las tablas de valores 
correspondientes a la función exponencial. 

El número e y los logaritmos naturales 

Muchas funciones exponenciales implican la constante matemática e. Este importante número 
irracional se puede definir de muchas maneras; incluido el valor límite cuando n se hace 
infinitamente grande de la expresión: 

1
1

n

n
 + 
   

Las siguientes pantallas muestran que a medida que n aumenta, la expresión tiende lentamente al 
valor aceptado de e ≈ 2.718281828459... 
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La constante e es tan importante que los valores de la función exponencial f(x) = ex están disponibles 
directamente en la calculadora con el comando H, al que se accede mediante qh. El propio 
valor de e se obtiene de esta expresión cuando x = 1. El valor de e también está disponible 
directamente con QK, como muestra la segunda de estas pantallas: 

  

El número e se utiliza ampliamente en matemáticas. Un buen ejemplo es el de la construcción de 
modelos para el cambio continuo, que se aproxima mediante procesos de crecimiento y decaimiento 
natural. Si una cantidad inicial P crece o decae de forma continua a un ritmo anual r, entonces la 
cantidad f(t) después de t años viene dada por: 

f(t) =  Pert  

Por tanto, en el ejemplo de la población de Arabia Saudí, la tasa r anual es del 1,5 % = 0,015. Por lo 
que un modelo de crecimiento continuo requiere P = 30 y r = 0,015. De acuerdo con este modelo, la 
pantalla muestra que la población después de 10 años será de unos 34,9 millones de personas, cifra 
esta que se aproxima mucho al valor calculado anteriormente: 

 

Los resultados no son idénticos, ya que el crecimiento de la población de Arabia Saudí, de hecho, no 
es continua, aunque es una aproximación aceptable considerarla como tal. 

Los logaritmos en base e son muy importantes en muchas aplicaciones de las matemáticas, por lo 
que están disponibles directamente en la calculadora con la tecla h. La abreviatura ' ln' refiere a 
logaritmo natural, que es el nombre que reciben los logaritmos en base e.  

Los logaritmos naturales tienen muchas de las características de los logaritmos vistos anteriormente. 
He aquí algunos ejemplos: 

 

Las siguientes dos pantallas muestran que la función exponencial y la función logarítmica natural 
son inversas entre sí (de forma similar a como sucede con las potencias de 10 y los logaritmos 
comunes): 

 

De igual modo, las relaciones que se vieron para los logaritmos de distintas bases cuando se calculó 
log225000 se mantienen para los logaritmos comunes y los naturales: 
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Observa que se obtiene el mismo resultado mediante los tres procedimientos. 

Por último, las gráficas de las funciones logarítmicas tienen un aspecto similar tanto para los 
logaritmos comunes como para los naturales, como muestran las siguientes gráficas, construidas con 
la calculadora gráfica CASIO fx-CG20. 

    

Ambas gráficas pasan por el punto (1, 0), toman valores negativos para x  < 1 y no están definidas 
para x < 0. Las gráficas tienen pendientes positivas, que disminuyen a medida que aumenta x. Cada 
gráfica es una reflexión respecto de y = x de la función inversa correspondiente,  f(x) = ex y  f(x) = 
10x, respectivamente.  

Usa tu calculadora para explorar y comparar estas propiedades con las que se deducen del estudio de 
las correspondientes tablas de valores. Por ejemplo, estudia las siguientes tablas, que muestran 
algunos valores de f(x) = ln x y g(x) = log x que son consistentes con los gráficos anteriores.  
Ten en cuenta que los logaritmos solo están definidos para valores positivos y que log 1 = ln 1 = 0. 
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Ejercicios 
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudarte a desarrollar tus habilidades con la calculadora. 

1. Evalúa √27( . 

2. Evalúa 13 .  

3. a) Escribe 16  de dos maneras distinta usando el signo del radical (√). Comprueba que de las 
dos formas se obtiene el mismo resultado numérico. 

b) Evalúa 16  directamente en la calculadora y comprueba que el resultado es el mismo que el 
que se obtiene en el apartado b).  

4. Una población de células duplica su población cada año. Trascurridos x años, la población  de 
la muestra viene dada por P(x) = 60 × 2x.  

a) ¿Cuál es el tamaño de la población inicial?  

b) ¿Cuántas células habrá en la muestra trascurridos 12 días?  

c) ¿Cuántos días habrán de pasar para que haya dos millones de células? 

5. ¿Cuál de estos dos modelos exponenciales crece con un ritmo más rápido,  f(x) = 3 × 4x  o     
g(x) = 12 × 3x?  

6. La población de una ciudad China es de  2,1 millones de personas y está creciendo a un ritmo 
del 1,8% anual. 

a) Escribe la población anual en forma de modelo exponencial.  

b) Construye una tabla de valores para determinar la población prevista en la ciudad dentro de 
10, 20, 30 y 40 años. 

7. a) Encuentra el valor de log1081 y de log109.  

b) Explica por qué log109 < 1.  

c) Explica por qué log1081 es dos veces log109.  

8. Evalúa: 

a) log 100,6  
b) 10log 2π  

9. a) Evalúa log 
��   

b) Escribe log 
��  como la diferencia de dos logaritmos, y usa el resultado que obtengas para 

comprobar tu respuesta en el apartado anterior.  

10. a) Evalúa log47 y log428. 

       b) Explica la relación entre los dos valores del aparatado anterior.   

11. Evalúa log161.  

12. Resuelve 3x = 143, usando la tecla i.  

13. a) Halla log 5 y ln 5.  

       b) ¿Cuál de los dos valores anteriores es mayor? Explica por qué se debería esperar que fuera 
mayor. 
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Actividades 
El principal objetivo de estas actividades es ayudarte a usar la calculadora para aprender matemáticas.  

Puedes pensar que algunas actividades son demasiado avanzadas para ti. Ignora aquellas que aún no entiendas. 

1. a) Usa tablas de valores para comparar los modelos exponenciales  f(x) = 0,8x y g(x) = 1,25-x.  
b) Explica la relación entre los dos modelos.  
c) Encuentra otro par de modelos exponenciales que se relacionen de manera similar.  

2. La función m = 1 000 × 1,029-t puede usarse para modelar el decaimiento radiactivo de un 
kilogramo de plutonio.  En el modelo, m es el número de gramos de plutonio y t se mide en 
miles de años. 
a) ¿Qué parte de un kilogramo de plutonio queda después de 10 000 años?  
b) Construye una tabla de valores para ver cuánto plutonio queda  en la muestra cada 5 000 
años, hasta llegar a los 40 000 años. ¿Cuál es la vida media aproximada del plutonio? (Esto es, 
los años que han de pasar para que la muestra se reduzca a la mitad de su masa original.)   
c) Un reactor típico de 1 000 Megavatios produce unos 230 kg de plutonio cada año. ¿Qué parte 
de este plutonio quedaría si se dejara en un estanque de enfriamiento durante 40 años? 

3. La evolución de la población mundial, P, (en miles de millones), durante el siglo XX ha sido: 

Año (t ) 1900  1910  1920  1930  1940  1950  1960  1970  1980  1990  2000  

Población (P)  1,65  1,75  1,86  2,07  2,30  2,56  3,04  3,71  4,46  5,28  6,08  

  Se ha sugerido que la población P en el año t puede modelarse mediante la función exponencial: 
P = 8,7 × 10-12 × e0,0136t   
a) Usa una tabla desde t = 1 900 para determinar cómo encaja este modelo con la realidad. 
b) ¿Qué población predice el modelo que se alcanzará el próximo año?  
c) ¿Cuándo alcanzará la población los 8 mil millones de personas según el modelo?  

4. a) ¿Qué relación guarda el logaritmo de un número con el logaritmo de su cuadrado? Prueba 
con algunos ejemplos para determinar la relación (por ejemplo, log 7 y log 49, log 13 y log 169, 
log 10 y log 100)?  
b)  Compara el logaritmo de un número con el logaritmo de su cubo.  
c) ¿Cuál es el efecto de tomar logaritmos en diferentes bases en los apartados a) y b)? Por 
ejemplo, ¿cuál es la relación entre el logaritmo en base 4 de un número y de su cuadrado? 

5. Considera los siguientes datos experimentales para el número de las células (y) que observó un 
microbiólogo en un cultivo después de x días: 

x días 1 2 3 4 5 

y células 15 46 134 400 1220 

a) Representa en papel milimetrado y en función de x. ¿Cuál es la forma de la gráfica?  
b) Representa en papel milimetrado log y en función de x. ¿Cómo ha cambiado la gráfica?  
c) Representa en papel milimetrado log3 y en función de x. Describe la forma de la gráfica. 
d) Utiliza tus gráficas para sugerir una relación entre x e y. 

6. Construye algunas tablas de valores para comparar funciones logarítmicas como  f(x) = loga x 
para varias bases (a) y para 0 < x < 10. Usa, al menos, tres bases diferentes. Compara algunas 
tablas para resolver estas cuestiones:  
a) ¿Para qué valor de x tienen todas las funciones el mismo valor? 
b) ¿Para qué valores de x es negativa f(x)? 
c) ¿Para qué valores de a crecen más rápidamente los valores de f(x)? 
Puedes usar tablas de valores para realizar bosquejos rápidos de algunas gráficas. 
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Notas para los profesores 
Este módulo destaca las formas en que la CASIO ClassWiz puede apoyar a los estudiantes a entender 
los exponentes, así como las funciones exponenciales y las logarítmicas, y a utilizarlas en 
aplicaciones matemáticas. El módulo hace uso del modo Tabla y varias teclas logarítmicas y 
exponenciales. El texto está pensado para ser leído por los estudiantes y les ayudará a ver cómo se 
puede utilizar la calculadora de varias maneras distintas. Conviene que los estudiantes realicen los 
Ejercicios individualmente, a fin de adquirir destreza en el uso de la calculadora. En cuanto a las 
Actividades, es preferible que las realicen en parejas, de modo que puedan discutir sus ideas en clase 
y aprender los unos de los otros. 

1. 1,933   2. 7,352   3. a) √16�)
 = *√16) +�

   4. a) 60   b) 245 760   c) sobre 15   5. f(x)     

6. a) P(x) = 2,1 × 1,018x   b) 2,51, 3,00, 3,59, 4,29 (millones)   7. a) 1,908, 0,954   b) log109 < 
log1010 = 1   c) log10  81 = log10  9

2 = 2 log10  9    8. a) 0,6   b)  2π   9. a) 0,255  b) log 9 – log 5   
10. a) 1,404, 2,404   b) log4 (7×4) = log4 7 + log4 4 = log4 7 + 1   11. 0   12. log3 143 ≈ 4,517          
13. a)  0,699, 1,609   b) ln 5 es mayor porque la base del logaritmo es menor.  

Actividades 

1. La actividad llama la atención sobre las dos diferentes formas de representar el decaimiento 
exponencial: con exponente negativo (y una base mayor que 1) o un exponente positivo con una base 
menor que 1. Los estudiantes familiarizados con las leyes de los exponentes deben ser capaces de 
explicar por qué estas dos alternativas dan el mismo resultado en este caso y en general. [Respuestas: 
a) las tablas son las mismas; b) los modelos son los mismos; c) otros pares se pueden encontrar 
mediante la elección de bases recíprocas la una respecto de la otra.]  

2. El decaimiento radiactivo es una aplicación importante de las funciones exponenciales. Los 
estudiantes pueden responder a estas preguntas explorando la tabla correspondiente, aunque los 
estudiantes más sofisticados pueden responder al apartado b) usando log1,029 0,5. Hay que tener 
cuidado y recordar que t se mide en miles de años. Una gráfica puede ayudar a los estudiantes a 
visualizar el decaimiento. [Respuestas: (a) 751,4 g (b) aproximadamente 24 200 años (c) 229,7 kg]  

3. Los modelos de población son importantes ejemplos de funciones exponenciales. En este ejemplo 
se utiliza e para demostrar su amplia utilidad. El modelo no se ajusta a los datos con precisión, pero, 
no obstante, ofrece una importante sensación de cambio. Modelos similares podrían ser exploradas 
con datos propios del país del propio estudiante, si los datos están accesibles en línea. [Respuestas: 
El modelo b) predice 6,93 millones de dólares para el 2015, que es un poco baja c) a finales del 
2025.]  

4. Esta actividad invita a los estudiantes a explorar la relación log xk = k log x. Esta relación se 
mantiene independientemente de la base de los logaritmos. [Respuestas: a) los logaritmos de 
cuadrados son el doble de los logaritmos de los números originales b) los logaritmos de los cubos 
son 3 × los logaritmos de los números c) lo mismo para todas las bases]  

5. Esta actividad requiere que los estudiantes trazar puntos en una gráfica. Hay que tener cuidado 
para elegir las escalas adecuadas, especialmente para el apartado a). Los estudiantes deben ver los 
efectos de linealización de las transformaciones logarítmicas, que sustentan el modelado exponencial 
en la estadística y son la base para el papel gráfico semilogarítmico. La mayoría de los estudiantes 
necesitarán ayuda con el apartado d), a menos que estén familiarizados con el uso de logaritmos. 
[Respuestas: a) exponencial b) lineal c) lineal con pendiente = 1 d) la relación está cerca de y = 5×3x 

La relación quizá sea más fácil de ver en el gráfico b), que parece mostrar log3y ≈ 1,46 + x]  

6. Sería de gran ayuda para los estudiantes dibujar algunas gráficas aquí, ya que son un poco más 
fáciles de interpretar que las tablas de valores. [Respuestas: a) para x = 1, f(x) = 0 b) 0 < x <1           
c) cuanto más pequeño sea el valor de a, más pronunciada es la pendiente.] 
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Módulo 6 
Estadística univariante 

El análisis estadístico de datos requiere apoyo tecnológico y descubrirás que la ClassWiz 
proporciona  un buen soporte para la estadística univariante –que es aquella en la que interviene una 
única variable. En los dos próximos módulos utilizaremos el modo Estadística de la calculadora. En 
este módulo nos centraremos en la estadística univariante, y en el siguiente, en la bivariante.   

Iniciación en la estadística 

La estadística univariante implica información sobre una sola variable. Para empezar, introduce el 
modo Estadística con w2 y selecciona estadística univariante con 1 (1-Variable). Las otras 
opciones implican datos bivariantes (con dos variables) y se usarán en el siguiente módulo: 

   

Los datos univariantes a veces tienen frecuencias asociadas, de modo que cada valor puede repetirse 
varias veces. Esto se discutirá más adelante en este módulo, pero por ahora, vamos a suponer que las 
frecuencias no están involucradas. Para activar la información sobre las frecuencias, utiliza 
CONFIG, selecciona la segunda página con R y después pulsa 1 Estadística. 

  

Selecciona 2 Off y, a continuación, aparecerá una tabla de datos en blanco, para introducir los 
datos como se muestra en la pantalla de arriba. Observa que al presionar la tecla C la calculadora 
muestra que está preparada para hacer frente a la estadística univariante. 

Introducción, edición y comprobación de datos 

La calculadora permite introducir hasta 160 registros para una sola variable, o un máximo de 80 si 
se incluyen las frecuencias. Si dispones de más de 160 registros, tendrás que utilizar frecuencias 
(como se describirá más adelante en este mismo módulo.)  

Para ilustrar el uso de la calculadora para el análisis univariante, considera los siguientes datos, que 
se obtuvieron de un experimento basado en el crecimiento de diversas plantas de la judía a partir de 
sus semillas. Se midieron las alturas de una serie de plantas seis semanas después de que fueran 
sembradas, y se obtuvieron los siguientes resultados (expresados en centímetros): 

24,6   21,4   27,1   30,2   20,4   20,7   21,8   29,1   22,5   21,6   31,8   21,0   17,1   27,7   28,1   24,9    
24,7   24,0   23,6   19,1   20,8   24,8   22,3   29,6   24,4     
Si no aparece la tabla de datos en pantalla, teclea T3 (Datos). Introduce los datos en la 
columna x y pulsa la tecla = después de cada registro. Observa que, tras presionar =, el cursor se 
mueve hacia abajo, hasta la siguiente fila de la tabla.  

  

Siempre es posible introducir errores de escritura, por lo que conviene os comprobar las entradas. Si 
cometes un error al introducir un valor antes de pulsar la tecla =, puedes corregirlo utilizando la 
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tecla o; introduce el valor correcto y presiona =. Si detectas un error en un registro, utiliza el 
cursor para resaltarlo e introduce el valor correcto. A medida que se introducen los datos, puedes 
desplazarte hacia arriba y hacia abajo usando E y R. Puedes desplazarte en cualquier dirección 
y, en particular, puedes desplazarte desde el último valor al primero, y viceversa (como si los datos 
estuvieran en un bucle). A medida que te desplaces, verás que los valores resaltados se muestran en 
la parte inferior de la pantalla con más precisión y mayor tamaño del que muestran en la tabla. 

Observa también que la calculadora ha introducido 21 en lugar de 21,0 y 24 en lugar de 24,0, a pesar 
de que los valores se han escrito con un punto decimal. 

 

Una vez se han introducido todos los datos, una sencilla comprobación proporciona el número de 
registros. En este caso, el último registro ocupa la fila 25, que coincide con el número de entradas de 
la lista. Si se ha introducido el número correcto registros, pulsa C para salir de la edición de datos 
y luego pulsa T para ver las opciones del modo Estadística. Seguidamente, pulsa R para ver la 
segunda página, como se muestra a continuación: 

 

Es una buena idea comprobar las entradas máxima y mínima, ya que pueden manifestar la existencia 
de errores de escritura. Para acceder a estas entradas desde el menú OPTN, presiona3 
Mínimo/Máximo y selecciona los valores mínimos o máximos: 

 

Hemos introducido incorrectamente estos dos valores, como se puede comprobar con solo echar un 
vistazo a los datos originales, donde todos los valores son números de 2 dígitos con una sola cifra 
decimal. En este caso, se han introducido errores de escritura (aunque es poco probable que hayas 
hecho los mismos errores en tu calculadora). 

 

Para corregir cualquier error, teclea T3, para volver a la lista de Datos. En nuestro caso, un 
desplazamiento rápido indica que el 8º registro (29,1) se ha entrado incorrectamente, así como el 15º 

registro (28,1). Estos registros pueden corregirse introduciendo el valor correcto en lugar del 
incorrecto:   

  

   

   

   



Módulo 6: Estadística univariante 

  

Aprendiendo matemáticas con la ClassWiz 
 77 

Una vez introducidos los datos, puedes añadir nuevos registros utilizando el comando T2 
(Editor). Ten cuidado y evita abandonar el modo Estadística, ya que si lo haces se eliminarán los 
datos que hayas introducido en la tabla, pues la calculadora esperará un nuevo conjunto de datos 
(incluso aunque vuelvas a entrar de inmediato en el modo Estadística w2).  

Parámetros estadísticos 

Una vez estás seguro de que has introducido los datos correctamente, puedes obtener los 
correspondientes parámetros estadísticos mediante el menú OPTN. Presiona C para abandonar la 
tabla de datos y teclea T2. Se requieren tres pantallas sucesivas para mostrar todos los 
parámetros, como se muestra a continuación. (Observa el símbolo del cursor en la parte superior de 
la pantalla, que indica que puedes volver al menú anterior, si lo deseas, presionando!.) 

 

Estos parámetros estadísticos se pueden obtener individualmente mediante el procedimiento por el 
cual se obtuvieron los valores máximo y mínimo de la lista de datos. Pulsa C para salir de la tabla 
de datos, presiona T y, seguidamente, pulsa R, para ver la segunda página. En las siguientes 
pantallas se analizan las opciones 1: Sumatorios y 2: Parámetros. (Observa el símbolo del cursor que 
aparece en la parte superior de la pantalla. Indica que se puede acceder, de nuevo, al menú OPTN 
presionando !.) 

   

Por ejemplo, la media de la lista de datos se calcula como ,̅ = ∑ /0  y está disponible en el menú 

Parámetros, tecleando 1 y después =. En este caso, la media de 24,132 cm representa un 
promedio de las alturas de las plantas. La mediana de los datos es el valor medio, que se puede 
obtener individualmente en el menú Mínimo/Máximo, como se muestra en las siguientes pantallas: 

     

La media y la mediana describen en qué medida los datos están agrupados (o centralizados) en torno 
a unos determinados valores, pero también es importante conocer cuál es la dispersión de estos 
datos.  Una medida de esta dispersión es el rango, que se define como la diferencia entre los valores 
máximo y mínimo de una lista de datos. En el ejemplo de las judías, el mínimo y el máximo son 
17,1 y 31,8, respectivamente. En consecuencia, el rango se puede calcular mentalmente como 14,7. 

Del mismo modo, el rango intercuartílico o intercuartil se obtiene de restar los cuartiles superior e 
inferior, obteniéndose un valor de 3,1. 
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El rango es una medida bastante cruda de la dispersión de los datos, ya que solo usa dos valores. La 
desviación estándar de una población, representada por σx, mide con más precisión la dispersión de 
los datos:  

σ1 = 2∑ ,� − (∑ ,)�55  

La desviación estándar se basa en todos los datos, no sólo en los valores extremos. En este caso, si 
dispusiéramos de todas las plantas de judías, obtendríamos una desviación estándar de, 
aproximadamente, 3,67 cm, como se muestra a continuación. La varianza, de aproximadamente 
13,45 cm, podría obtenerse presionando la tecla d después de obtener la desviación estándar, o 
podría obtenerse directamente desde el menú Parámetros: 

 

No es frecuente tener acceso a toda la población, sino a una muestra aleatoria de esta. En ese caso, la 
medida más apropiada para la dispersión de los datos es la estimación no sesgada de la desviación 
estándar, representada por sx: 

71 = 2∑ ,� − (∑ ,)�55 − 1  

En general, como se deduce del estudio de las dos fórmulas, sx es un poco mayor que σx, debido a 
que el denominador es menor. Es apropiado usar la desviación estándar de la muestra, sx, si 
consideramos las judías como una muestra de una población. En este caso, la muestra de 25 plantas 
tiene una desviación estándar de la muestra de 3,74 y una varianza de la muestra de 14,01. 

 

Además de estos parámetros estadísticos, a veces resulta útil obtener las sumas de los registros 
originales y las sumas de sus cuadrados, ya que estos son los valores que utiliza internamente la 
calculadora para realizar los cálculos de la desviación estándar. Estos valores se obtienen a partir del 
menú Sumatorios: 

 

Los parámetros estadístico que proporciona la calculadora sugieren que las alturas de las plantas se 
extienden de forma aproximadamente simétrica, con la mayoría de las alturas comprendidas entre 
dos desviaciones estándar de la media. El diagrama de caja y bigotes que se muestra a continuación, 
usando cinco de los parámetros que se han estudiado,  confirma la afirmación anterior: 
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Frecuencias de datos 

A veces, un conjunto univariante de datos comprende más de 160 observaciones, el límite para la 
calculadora, por lo que se requiere agrupar los datos en frecuencias. En otras ocasiones, los datos 
univariantes se recogen de forma rutinaria con sus frecuencias respectivas, por lo que se manejan 
mejor en la calculadora utilizando dichas frecuencias. 

Cuando se utilizan frecuencias, existe un límite de 80 registros (cada uno con su frecuencia 
asociada). En efecto, esto significa que tu calculadora puede manejar conjuntos de datos numéricos 
más grandes, con tal de que se pueden organizar en no más de 80 valores distintos. 

Para activar las frecuencias, utiliza la segunda página del menú CONFIG, como se muestra a 
continuación, y selecciona 1 para acceder a la configuración Estadística. Seguidamente, pulsa 
nuevamente 1 para activar las frecuencias. A continuación, utiliza la tecla T para seleccionar la 
estadística de 1-variable, necesaria después de cambiar el número de columnas de la tabla de datos. 
Observa que este cambio borrará todos los datos que se encuentren en la tabla. 

   

Cuando accedas a los datos utilizando el menú Estadística, verás que los datos se borran y que ahora 
aparecen dos columnas, una para los datos y otra para las frecuencias asociadas: 

  

Para ver cómo la calculadora maneja las frecuencias, considera la siguiente tabla, que muestra los 
datos relativos a las alturas de un grupo de 455 niñas de una escuela. Las alturas fueron reportadas 
por las propias niñas, con una precisión de centímetros. Como hay más de 160 niñas y más de 80 
alturas diferentes reportadas, fue necesario agrupar los datos para permitir el análisis. Los datos se 
registraron en los intervalos que se indican.  

Por lo general, se utilizan entre 6 y 10 intervalos, aunque, por supuesto, son posibles otros métodos 
de agrupación. 

Para introducir los datos en la calculadora, se representa cada intervalo por su punto medio (marca 
de clase), como un valor independiente de la variable altura, x. Después de que se haya introducido 
un valor y se haya presionado la tecla =, el cursor se mueve hacia abajo en la columna en 
cuestión. Por esta razón, es más fácil introducir los datos en columnas (primero todas las marcas de 
clase y después todas las frecuencias), pero asegúrate que los valores de x y las frecuencias 
coinciden. 

Altura (cm)  Marca de clase Frecuencia 
120 - 129  124,5  1  
130 - 139  134,5  9  
140 - 149  144,5  60  
150 - 159  154,5  152  
160 - 169  164,5  161  
170 - 179  174,5  57  
180 - 189  184,5  13  
190 - 199  194,5  2  



Barry Kissane  

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.  
80 

 Una buena forma de asegurarse de que se han introducido los datos correctamente consiste en 
comprobar que las marcas de clase y las frecuencias están alineadas en la tabla de valores.  

  

Una vez se han introducido todos los datos, para obtener los parámetros estadísticos presiona C y, 
seguidamente,  T 2 (Cálc. 1-variable): 

  

En este caso, observa que el número total de registros es n = 455, aunque sólo se introdujeron ocho 
valores, lo que demuestra que las frecuencias se han introducido correctamente. 

Agrupar los datos de esta manera supone, por supuesto, la pérdida de información individual, con el 
resultado que algunos parámetros estadísticos son menos útiles de lo que podrían ser. Observa, por 
ejemplo, que en este caso la mediana (Med) y el cuartil superior (Q3) coinciden en el mismo 
intervalo, por lo que no se distinguen el uno del otro. 

Las frecuencias no sólo son relevantes cuando se han agrupado los datos. A veces, se utilizan debido 
a que los datos ya se recogieron con sus frecuencias de forma natural. Por ejemplo, en un 
experimento probabilístico, cada uno de los 25 estudiantes de una clase tiró diez veces tres dados de 
seis caras, con lo que se generó la siguiente distribución: 

Total  3  4  5  6  7  8  9  10 11 12 13 14  15  16  17 18 

Frecuencia  1  5  5  11  15  29 21 22 39 31 28 16  13  9  3  2  

Estos datos pueden introducirse en la calculadora, empezando con w2 y 1, lo que borrará los 
datos previos. El ajuste de la frecuencia se mantendrá sin cambios, y nos permitirá ingresar los datos 
y sus frecuencias respectivas. 

  

Es una buena idea comprobar la entrada de datos. Una forma de hacerlo es recuperar el número de 
registros a partir del menú Cálculo 1-variable, como se muestra arriba. En este caso, n = 250.  

Nuevamente, el interés principal reside en hallar la media y la desviación estándar. Ambos 
parámetros se muestran a continuación:  

  

El resultado que se obtiene para la media no es inesperado, ya que el resultado medio de lanzar un 
único dado es de 3,5, por lo que se podría esperar que el resultado medio de tirar tres dados de 
forma independiente fuera aproximadamente tres veces 3,5, es decir, alrededor de 10.   
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Ejercicios 
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudarte a desarrollar tus habilidades con la calculadora. 

1. Un agricultor registró el dinero (expresado en dólares) que recibió cada día de la semana en un 
puesto del mercado de agricultores:102.50, 250.00  310.20, 150.70, 207.40, 120.90, 210.00   

Usa la calculadora para hallar la media y la desviación estándar de los registros.   

2. Una secretaria registró el número de llamadas que recibió diariamente a lo largo de una semana: 

Día  Lunes  Martes  Miércoles  Jueves  Viernes  

Llamadas  140  125  134  132  1260  

a) Encuentre la media y la desviación estándar del número de llamadas diarias para esa semana.  

b) Después de completar sus cálculos, la secretario dio cuenta de que los datos del viernes se 
habían registrado erróneamente: la cifra correcta era de 126, y no de 1260. Edita los datos para 
corregir este error y determina nuevamente la media y la desviación estándar 

3. Se realizó una encuesta a un grupo de estudiantes de una escuela secundaria local con edades 
comprendidas entre los 7 y los 12 para averiguar cuánto dinero llevan a la escuela. Los 
resultados que se obtuvieron, expresados en $, se muestran a continuación: 

5.20, 6.15, 0.40, 10.55, 2.56, 5.12, 16.40, 25.30, 16.20, 1.45, 6.35, 10.10, 15.20, 18.75, 2.30, 
0.80, 1.20, 6.90, 8.50, 2.30  

Introduce estos datos en la calculadora y obtén todos los parámetros estadísticos con el menú 
OPTN: media, mediana, desviación estándar (no sesgada), cuartil más bajo y el rango. 

4. El número de mascotas que tienen 70 estudiantes de secundaria: 

Nº mascotas  0  1  2  3  4  5  6  7  8  

Nº estudiantes  12  25  12  10  6  2  1  0  2  

Halla el número medio de animales por estudiante utilizando frecuencias en tu calculadora. 

5. Cada uno de los estudiantes de la clase de Wen ha tirado un dado de seis caras. Los resultados 
son: 3412235614153246566241544426152436624352435466321211 

a) Halla la media y la desviación estándar no sesgada de los resultados. 

b) Ahora representa estos datos como una distribución de frecuencias. Determina, nuevamente, 
la media y la desviación estándar no sesgada de los resultados. Comprueba que los parámetros 
estadísticos coinciden en los dos casos. 

6. Un artista pintó tres cuadros cada mes durante un año. 

a) Halla la media y la desviación estándar no del número de pinturas mensuales sin usar las 
frecuencias. 

b) Repite los cálculos del apartado anterior, usando ahora frecuencias. 

c) Sin usar la calculadora, determina ∑ ,	y ∑,�. Comprueba que los resultados de la 
calculadora son los mismos que los que has obtenido tú. 
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Actividades 
El principal objetivo de estas actividades es ayudarte a usar la calculadora para aprender matemáticas.  

Puedes pensar que algunas actividades son demasiado avanzadas para ti. Ignora aquellas que aún no entiendas. 

1. Dos grupos de estudiantes hicieron el mismo examen en el mismo momento. Estos son los 
resultados que obtuvieron los dos grupos:  

Grupo A: 5, 5, 5, 7, 4, 5, 5, 7, 8, 8, 7, 6  
Grupo B: 0, 9, 1, 4, 3, 10, 10, 8, 3, 4 10, 10  
a) Determina las medias y las desviaciones estándar (sx) de los dos grupos. Comenta las similitudes 
y las diferencias.  
b) Encuentra otro conjunto de datos diferente cuya media sea también 6. 

2. Dos clases de 30 estudiantes realizaron un experimento que consistía en lanzar un dado y 
registrar los resultados. Cada estudiante lanzó el dado diez veces, con los siguientes resultados: 

Resultado del dado 1 2 3 4 5 6 

Frecuencia 47 55 45 54 55 44 

Una segunda clase de 30 estudiantes llevó a cabo el mismo experimento con estos resultados:  

Resultado del dado 1 2 3 4 5 6 
Frecuencia 54 45 48 56 48 49 

a) Encuentre la media y la desviación estándar (sx) de los resultados de cada clase.  
b) En parejas o en grupos, tira un dado un total de 300 veces y registrar los resultados. Compara la 
media y la desviación estándar con las de las dos clases.  
c) Investiga los efectos que tiene sobre los parámetros estadísticos la combinación de los resultados 
de las dos clases en un solo grupo, con frecuencia total de 600.  

3. Un minorista australiano de artículos para el hogar dispone de personal con diferentes salarios 
anuales: El director general (100 000 $), dos empleados de ventas (60 000 $), un asistente personal 
(50 000 $), dos miembros del personal administrativo (40 000 $), un organizador de almacén (40 
000 $), un transportista (35 000 $) y una recepcionista (30 000 $). Calcula la media, la mediana y la 
moda de los salarios anuales. Si él director general aumenta su salario en 100  000 $, hasta alcanzar 
los 200 000 $ anuales, ¿cuáles son los nuevos parámetros estadísticos? ¿Qué observas?  

4. Usa q. (Ran#) repetidamente para generar un número aleatorio entre 0 y 1 en cada uno de 
los registros de una tabla de valores; cada número aleatorio será, probablemente, diferente a los 
demás. Los números aleatorios pueden extenderse aleatoriamente en el intervalo (0, 1), comprueba 
su dispersión analizando Q1, la mediana y Q3. Compara la dispersión de tus datos  con los de otros 
estudiantes. La distribución debería ser más uniforme cuanto mayor sea el número de registros. 

5. Explora con la calculadora el efecto de transformar valores. Para ello, introduce un pequeño 
conjunto de datos como {2, 3, 5, 7, 8} y determina la media y la desviación estándar.  
a) Súmale 3 a cada registro y determina la media y la desviación estándar. Compara los resultados 
con los parámetros originales.  
b) Multiplica cada registro por 4 y encuentra la media y la desviación estándar. Compara los valores 
obtenidos con los parámetros estadísticos originales.  

6. Experimenta con tu calculadora para construir un conjunto de datos formado por diez elementos 
cuya media sea 50 y cuya desviación estándar sea 10. 
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Notas para los profesores 
Este módulo señala cómo la ClassWiz, en su modo Estadística, puede ayudar a los estudiantes a 
entender el análisis de datos univariantes. El texto está pensado para ser leído por los estudiantes y 
les ayudará a ver cómo se puede utilizar la calculadora para examinar datos de varias maneras. 
Conviene que los estudiantes realicen los Ejercicios individualmente, a fin de adquirir destreza en el 
uso de la calculadora. En cuanto a las Actividades, es preferible que las realicen en parejas, de modo 
que puedan discutir sus ideas en clase y aprender los unos de los otros. 

Soluciones de los ejercicios 

1. ,̅ = 193,1, σ = 68,31, s = 73,78   2. a) 358,2, 504,15   b) Usa T3 para editar datos. 131,4, 
6,15  3. a) x = 8,09, Mdn = 6,25,  s = 7,00,  Q1 = 2,3, rango = 25,3 – 0,4 = 24,9   4. 1,93   5. a) ,̅ = 
3,5, s = 1,71   b)  ,̅ = 3,5, s =1, 71, igual que a) resultado: 1, 2, 3, 4, 5, 6   frecuencia: 8, 10, 7, 11, 7. 
6. a) 3,0   b) El mismo resultado: 3, 0   c) Σx = 12 × 3 = 36, Σx2 = 12 × 9 = 108.  

Actividades 

1. Esta actividad ilustra cómo las desviaciones estándar describen la variabilidad, ya que los dos 
grupos tienen la misma media de 6, pero la primera es menos variable que la segunda. Para construir 
una nueva serie de datos con media de 6, anima a los estudiantes a que editen un conjunto ya 
existente de datos usando el menú Estadística, con q12. Observa que la media no se ve 
afectada siempre y cuando el total, Σx, se mantenga. [Respuestas: ,̅ = 6, sA = 1,35, sB = 3,86.] 

2. Esta actividad te ayudará a demostrar que los datos aleatorios no son siempre iguales, y resultará 
útil para simular datos reales, así como para usar datos secundarios. Con suficientes datos, los 
resultados serán bastante consistentes, aunque no idénticos. Es instructivo ver que la combinación de 
distintos datos agrupados no afecta a la media o la variabilidad de las puntuaciones. [Respuestas:     
a) 3,49, 1,68 y 3,49, 1,71 c) combinada 3,49, 1,69] 

3. El principal interés de esta actividad consiste en examinar el efecto de los valores extremos en los 
parámetros estadísticos. Los estudiantes verán que los valores atípicos tienen efectos dramáticos en 
la media mediante la experimentación con otros sueldos posibles para el director general, editando la 
serie de datos. [Respuestas: la mediana y la moda alcanzan los  40 000 $ y la media se eleva de  los 
50 556 $ a los 61 667 $.] 

4. Esta actividad permite a los estudiantes comprobar el sistema de generación de números aleatorios 
de sus calculadoras, así como entender las distribuciones uniformes.  

5. Los estudiantes pueden explorar las transformaciones de datos para ver sus efectos en los 
parámetros estadísticos. Anima a los estudiantes a experimentar con otras operaciones para entender 
sus efectos, incluyendo el uso de pares de operaciones, tales como restar 2 y luego multiplicar por 5. 
Esto les ayudará a ver el significado de una transformación muy importante: la transformación 
normal z = (X - µ)/σ, que se representa en la calculadora como t. [Respuestas: originalmente ,̅ = 5, s 
≈ 2,55 a) ,̅ = 5 + 3 = 8, s no sufre cambios b) ,̅ = 5 × 4 = 20, s ≈ 10,20 (s se multiplica por 4).] 

6. Hay muchos posibles conjuntos de datos que cumplen con los requisitos, al menos 
aproximadamente. Esta actividad pretende que los estudiantes experimenten y vean cómo los datos 
afectan a los parámetros estadísticos. Un conjunto simétrico de diez valores alrededor de 50 dará 
lugar a una media de 50, mientras que si se espacian los valores se producirán varias desviaciones 
estándar. [Respuesta: Un posible ejemplo es el conjunto { 35,39,42,45,48,52,55,58,61,65} con ,̅ = 
50 y s ≈ 9,9.] 
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Módulo 7 
Estadística bivariante  

El análisis estadístico de datos requiere apoyo tecnológico y descubrirás que la ClassWiz 
proporciona  un buen soporte para la estadística bivariante.  Utilizaremos el modo Estadística, como 
en el módulo anterior, para centrarnos en la estadística de dos variables. Muchas de las operaciones 
que ofrece la calculadora son similares a las que se utilizaron  para el estudio de la estadística 
univariante. 

Iniciación a la estadística bivariante 

La estadística bivariante implica datos con dos variables, por lo que el interés se centra en la relación 
entre dichas variables. La calculadora asume que las variables se denominan x e y, respectivamente. 
Para empezar, entra en modo Estadística, con w2. Todas las opciones (excepto la primera) 
implican cálculos estadísticos con dos variables. Se muestran siete modelos diferentes para 
representar la relación entre las variables. Para empezar, selecciona 2, lo que te permitirá explorar 
una relación lineal en la forma y = a + bx. 

   

Aunque es raro que así sea, los datos bivariantes a veces tienen frecuencias asociadas, de modo que 
cada par de datos podría repetirse varias veces. Supondremos por ahora que las frecuencias no están 
implicadas. Para desactivar las frecuencias en la tabla, usa CONFIG, selecciona la segunda página 
con R y pulsa 1 Estadística.  

  

Selecciona 2 Off  y verás una tabla de datos en blanco para x e y, como se muestra en la pantalla 
de arriba. 

Introducción, edición y comprobación de datos  

La calculadora permite introducir un máximo de 80 puntos registros para cada una de las variables. 
Si dispones de más de 80 pares de datos, tendrás que utilizar frecuencias. 

Para ilustrar el uso de la calculadora para el análisis bivariante, considera los datos de más abajo. 
Unas enfermeras estaban revisando los pulsos de los niños de una escuela y querían saber si se 
podían obtener buenas lecturas durante sólo 15 segundos, ya que creían que eso les ahorraría mucho 
tiempo.  Las enfermeras midieron el número de latidos del corazón de un grupo de 14 niños durante 
15 s y después repitieron las mediciones durante 60 s. Obtuvieron los siguientes resultados: 

x (pulsaciones en15 s)  14  16  12  15 13 19 14 25 22 23  24  17  20 18 

y (pulsaciones en 60 s)  57  65  43  59 41 75 51 92 84 87  86  58  70 68 

Conviene introducir primero todos los datos que corresponden a la columna x, ya que después de 
pulsar =, el cursor se desplaza hasta la siguiente fila de la tabla y almacena un 0 en la columna y, 
como se muestra a continuación. Seguidamente, colócate en la columna y utilizando primero $ y 
después E e introduce los valores que correspondan, presionando = después de cada registro. 
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Siempre es posible introducir  errores de escritura, especialmente si se introduce un elevado número 
de registros, por lo que es aconsejable comprobar las entradas. Si cometes algún error al introducir 
antes de pulsar la tecla =, puedes corregirlo inmediatamente con la tecla o, introduce el valor 
correcto y luego pulsa =. Si detectas un error en un registro concreto, utiliza el cursor para resaltar 
el registro incorrecto y reescribe el valor correcto. 

A medida que introduces los datos, puedes desplazarte hacia arriba y hacia abajo usando las teclas 
del cursor E y R, o hacia la izquierda y la derecha, usando! y $. Puedes desplazarte en 
cualquier dirección y, en particular, puedes pasar del último valor de la tabla al primero, o viceversa 
(como si los datos estuvieran en un bucle). A medida que te desplaces por la tabla, verás que los 
valores resaltados se muestran con mayor detalle y tamaño en la parte inferior de la pantalla. 

Una manera de comprobar que los datos se han introducido correctamente, consiste en observar el 
número de registros. En este caso, el último par de datos (18, 68) es el registro 14º, que coincide con 
el número de registros de la tabla.  

Si deseas introducir un nuevo par de datos, mientras la tabla de datos se muestra en pantalla, 
presiona T2Editor. 

Una vez se han introducido todos los datos, pulsa primero C y después T para entrar en el menú 
Estadística, cuya primera página de se muestra a continuación. (Observa que este menú es diferente 
al que se obtiene si pulsas T mientras la tabla se muestra en pantalla). 

  

Es una buena idea comprobar las entradas máxima y mínima, ya que suelen ser de interés, en tanto 
que permiten calcular el rango (y a veces pueden contener errores de escritura). Para acceder a 
dichos valores desde el menú OPTN, pulse 2 Cál 2-variables y utiliza R para bajar a la cuarta 
página. Los cuatro valores mínimo y máximo para x e y se muestran a continuación. 

 

En este caso, los cuatro valores son correctos. Para corregir cualquier error, pulsa C seguido de 
T4 Datos y edita las entradas que corresponda.   

Parámetros estadísticos 

Antes de emprender cualquier análisis estadístico es importante comprobar la exactitud de los datos 
que se han introducido. Una vez estés seguro de que has introducido los datos correctamente, 
puedes obtener los correspondientes parámetros estadísticos a través del menú OPTN. Pulsa C 
para salir de la tabla de datos y T para mostrar el menú. Al pulsar 2 Cál 2-variables, se 
muestran cuatro páginas con parámetros estadísticos. A continuación se muestran las tres primeras, 
la cuarta se mostró anteriormente.   
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La segunda página del menú OPTN te permite examinar y utilizar parámetros estadísticos 
individualmente. La media de los pulsos más cortos (15 segundos), representada por ,̅ , está 
disponible pulsando 2 Parámetros y después 1=. La media de los pulsos más largos (60 
segundos), representada por ,̅, se puede obtener regresando al menú Parámetros, en la segunda 
página del menú OPTN, y después tecleando 7=: 

   

Puedes utilizar la calculadora en el modo Estadística para realizar cálculos con los parámetros 
estadísticos. Por ejemplo, para calcular una cuarta parte de la media de los pulsos más largos (una 
vez has obtenido los resultados mostrados en las anteriores pantallas) utiliza la tecla de 
repetición! y edita la expresión, como se muestra a continuación: 

 

Aunque este resultado se acerca a la media de las pulsos que se tomaron durante 15 segundos, es un 
poco menor que dicha media, lo que sugiere, quizá, que las lecturas más cortas son un poco 
mayores de lo que sería esperable. 

En cuanto a los parámetros estadísticos univariantes, hay dos medidas de desviación estándar para 
cada variable, con σ para la desviación estándar de la población y s para proporciona una 
estimación para una muestra, tal como se explicó en el Módulo 6. 

En general, s es un poco mayor que σ: 

  

Además de estos parámetros, a veces resulta útil obtener las sumas de los resultados originales y de 
sus cuadrados, ya que estos son los valores que utiliza internamente la calculadora para determinar 
la desviación estándar. A continuación se muestran estas sumas, que se obtienen pulsando 1 
Sumatorios en la segunda página del menú OPT:  

  

Las relaciones entre algunos de estos sumatorios y el cálculo de varianzas y medias se describieron 
brevemente en el Módulo 6. Sin embargo, la mayoría de usuarios prefieren no hacer uso de estos 
sumatorios y dejar que la calculadora proporcione directamente los parámetros de centralización y 
dispersión.  
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El uso de un modelo lineal 

La principal razón para estudiar dos variables a la vez es entender la relación que existe entre ellas. 
La calculadora te permite explorar varios tipos de relaciones. La más importante de ellas implica un 
modelo lineal de la forma y = a + bx (donde b es la pendiente de la recta y a es la ordenada en el 
origen). Al comienzo de este módulo, elegiste este modelo en la pantalla inicial del modo 
Estadística. La calculadora proporciona el mejor modelo de ajuste de este tipo para los datos 
introducidos, proporcionando valores para a y b. 

Para acceder al modelo de regresión lineal, teclea T, para mostrar el menú OPTN, y después 3, 
para que se muestren los cálculos de regresión 

   

En consecuencia, el mejor modelo de ajuste lineal para estos datos (redondeando a dos cifras 
decimales) es: 

y = –0,15 + 3,72x  o  y = 3,72x – 0,15  

La relación entre las dos variables se acerca bastante a la relación y = 4x, que es la que se espera 
entre el número de pulsos medidos en un intervalo de 60 segundos y el número de pulsos medidos 
en un intervalo de 15 segundos, basándose en el supuesto de que el número de latidos en 60 
segundos es cuatro veces el número de latidos en 15 segundos. 

La segunda página del menú OPTN te permite acceder a los parámetros de regresión de forma 
individual, a través de 4 Regresión. 

  

La calculadora te permite usar el modelo lineal de forma automática para predecir el valor de y que 
corresponde a un valor concreto de x. Por ejemplo, para predecir el número de latidos (y) en 60 
segundos sabiendo que el número de latidos (x) en 15 segundos es x = 30, introduce 30 y luego el 
comando 89 del menú Regresión, seguido de =: 

  

(La marca de acento circunflejo sobre y indica que se trata de un valor estimado). Por eso, el modelo 
lineal predice unos 112 latidos en 60 segundos. 

También es posible usar automáticamente el modelo lineal para predecir un valor de x asociado con 
un valor concreto de y. Por ejemplo, para y = 100, el comando ,9 predice que x  ≈ 27 latidos: 

  

La calculadora también proporciona una medida de cómo se acercan los datos al modelo estudiado. 
El parámetro estadístico que se usa es el coeficiente de correlación, representado por el símbolo r y 
accesible desde el menú Regresión. El coeficiente de correlación siempre se encuentra entre -1 y 1 
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(los dos valores extremos representan un ajuste perfecto del modelo). En este caso, el modelo lineal 
es un buen ajuste a los datos, ya que r está muy cerca de 1: 

  

Siempre es una buena idea examinar visualmente los datos bivariantes mediante gráficos de 
dispersión, para ver cuál es la aparente relación entre las variables. Puedes realizar las 
representaciones en papel cuadriculado, representando todos los puntos y el modelo lineal. Las 
calculadoras gráficas, como la CASIO fx-CG20, son dispositivos eficaces para realizar estas 
representaciones. La siguiente pantalla muestra el diagrama de dispersión junto con el modelo lineal, 
mostrando claramente que los puntos se agrupan cerca de la línea, lo que confirma que el modelo 
lineal es una buena opción: 

 

En la pantalla también se muestra la predicción para x = 30 usando el modelo lineal, lo que pone de 
manifiesto que la predicción es correcta fuera del rango definido por lo datos que se han recogido. 
Las predicciones de este tipo se llaman extrapolaciones, y generalmente resulta arriesgado confiar 
en los datos que proporcionan. Las predicciones dentro del rango de datos se llaman interpolaciones 
y suelen ser más defendibles que las extrapolaciones.  

Otros modelos de regresión 

Aunque las relaciones lineales son los más ampliamente utilizadas, tu ClassWiz te permite explorar 
otras relaciones entre variables. Los modelos posibles muestran en el modo Estadística, después de 
pulsar T1 Selección tipo. 

   

Ten cuidado: cuando eliges otro modelo de dos variables en este menú, tus datos permanecen en la 
calculadora. Pero si eliges un modelo de 1 variable u otro modelo de dos variables entrando en el 
modo Estadística  con w2, se borrarán los datos y tendrás que introducirlos nuevamente. 

Los modelos disponibles son los siguientes: 

2  Lineal   y = a + bx  
3  Cuadrática  y = a + bx + cx2  
4  Logarítmica  y = a + blnx  
1  Exponencial  y = aebx  
2  Exponencial  y = abx  
3  Potencia   y = axb  
4        De proporcionalidad inversa            y = a + b÷x  
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Observa que, en casi todos los casos, la calculadora estimará valores de a y b. La excepción es la 
regresión cuadrática, donde también se calcula un valor para el coeficiente cuadrático c.  

Para interpretar los resultados que ofrece la calculadora, es necesario que te asegures de que sabes 
qué modelo se está utilizando para describir los datos. Excepto en el primer caso de modelo lineal, 
todas las relaciones utilizan modelos no lineales. A tales modelos se les llaman, a veces, 
curvilíneos, ya que sus gráficas muestran curvas en lugar de líneas. En el modo Estadística, el 
modelo elegido se muestra en pantalla, a modo de recordatorio, cuando se pulsa la tecla C. 

Consideremos otro ejemplo, relacionado con el crecimiento de una planta de arándanos. Siew-Ling 
plantó un pequeño arbusto de arándanos en su cumpleaños y midió su altura, que resultó ser de 16 
cm. Volvió a medir la altura el mismo día de cada mes durante 15 meses, excepto un mes, en el que 
la familia estaba de vacaciones. A continuación se muestran los resultados que obtuvo: 

Mes  0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  

Altura (cm)  16  18  19  19  24  28  31  34  35  44    64  74  77  101 105 

El modelo lineal a menudo es una buena elección para representar los datos, al menos como primer 
intento. Para demostrarlo, teclea w2 y después 2, para introducir un nuevo conjunto de 
datos, borrando los anteriores. Introduce los meses en la columna x y las alturas en la columna y, y 
deja vacía la celda que corresponde al dato que se ignora, como se muestra a continuación: 

 

Una buena medida del ajuste del modelo lineal a los datos se puede obtener a partir del coeficiente 
de correlación r, que en este caso parece bastante alto, como muestran las siguientes pantallas, del 
menú Regresión (al que se accede mediante TR4): 

 

Para ver los detalles de este modelo lineal, se pueden obtener estimaciones, separadamente, para los 
términos a y b a partir del menú Regresión o desde la opción Cálculo de regresión que se muestra 
abajo: 

  

El modelo lineal más adecuado para los datos que se han introducido es y = 5,935x + 2,41. Este 
modelo sugiere que el arbusto de arándanos crece unos 5,9 cm de promedio cada mes a partir de un 
tamaño de partida de poco más de 2 cm. 

Siew-Ling utilizó este modelo para predecir el valor que falta (para x = 10). Una forma de hacerlo es 
utilizar los parámetros a y b que se han obtenido a partir del menú de Regresión para un valor 
concreto de x (almacenado en la memoria x), como se muestra a continuación: 
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Sin embargo, este tipo de cálculos pueden realizarse automáticamente, utilizando la capacidad de 
predicción, desde el menú Regresión. Introduce primero el valor de x y después el comando 89: 

 

Siew-Ling estaba preocupada porque el modelo lineal no parecía describir demasiado bien el 
crecimiento, a pesar de que se había obtenido un coeficiente de correlación muy alto. Siew-Ling se 
dio cuenta de que el crecimiento real parecía ser mayor al final del período que al inicio, por lo que 
no parecía ser tan regular como sugería el modelo lineal. Además, el tamaño inicial era mucho 
mayor que 2,4 cm y el valor predicho del dato que faltaba parecía ser demasiado grande. Así que 
decidió representar un diagrama de dispersión de los datos en papel milimetrado, como se muestra a 
continuación:  

 

Después de observar su gráfico de dispersión, Siew-Ling pensó que podía ser más apropiada una 
relación no lineal que un modelo lineal, y decidió investigar un modelo cuadrático. 

Para cambiar de modelo no tienes que teclear w2y elegir el nuevo modelo, ya que esto borraría 
todos los datos y tendrían que introducirse nuevamente. En su lugar, debe usarse T1: 

  

Pulsa 3 para seleccionar el modelo cuadrático y observa que los datos no se han borrado o 
modificado. Cuando pulses C, la ClassWiz te recordará que se está utilizando el modelo 
cuadrático. Los cálculos de regresión muestran el mejor modelo cuadrático para los datos de Siew-
Ling. Como con el modelo lineal, el menú Regresión te permite obtener estimaciones individuales y 
hacer predicciones. 
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Un modelo cuadrático para estos datos es y = 18,31 – 0,96x + 0,46x2. La forma habitual de escribirlo 
es y = 0,46x2 – 0,96x + 18,31, en orden descendiente de las potencias de x. Este modelo parece 
ajustarse a los datos mejor que el modelo lineal y puede utilizarse para predecir el valor que falta 
para x = 10: 

  

Una vez más, para entender lo que está haciendo la ClassWiz, puedes hacer este tipo de predicciones 
utilizando los coeficientes de regresión, a, b, c, como se muestra a continuación. Como era de 
esperar, el resultado es el mismo: 

 

La predicción está a medio camino entre la altura después de 9 meses y después de 11, y parece ser 
mejor que la predicción que se obtuvo a partir del modelo lineal. 

Para examinar en qué medida se ajustan bien los modelos a los datos, se pueden representar las 
gráficas correspondientes. Las calculadoras gráficas permiten obtener  diagramas de dispersión; a 
continuación se muestran los que corresponden al modelo lineal y al modelo cuadrático. 

En las gráficas se observa claramente que el modelo cuadrático encaja mucho mejor con los datos 
que el modelo lineal, ya que la parábola, a diferencia de la recta, se acerca a la mayoría de puntos.   

 

 

 

El modelo exponencial 

Un amigo de Siew-Ling le sugirió que utilizase un modelo exponencial de algún tipo para modelar 
los datos. (Las funciones exponenciales se trataron en el módulo 5). Siew-Ling, decidió explorar 
esta relación y, una vez más, utilizó T1 para seleccionar el tipo de modelo sin perder los datos 
introducidos previamente. Esta vez eligió el modelo exponencial y = abx. Los resultados se muestran 
a continuación: 
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Así que el modelo exponencial que mejor se ajusta a los datos es y = 14,36 × 1,14x. Usando este 
modelo, la predicción para el valor que falta para x = 10 es muy similar al sugerido por el modelo 
cuadrático: 

  

Esto sugiere que, en este caso, los dos modelos son bastante similares. 

La ClassWiz proporciona un coeficiente de correlación para el modelo exponencial,  a diferencia del 
modelo cuadrático. Dicho coeficiente, como se muestra más arriba, resulta ser r ≈ 0,993.  

Este valor está muy próximo a 1 y es mayor que el valor que corresponde al modelo lineal (r = 
0,95),  lo que sugiere que el modelo curvilíneo se ajusta mejor a los datos que el modelo lineal. 

La siguiente pantalla, que corresponde a una calculadora gráfica, muestra que los dos modelos 
curvilíneos que se han utilizado son muy parecidos en el rango de los datos recogidos. 

 

Se requiere mucha precaución a la hora de hacer predicciones utilizando modelos derivados de los 
datos que se han recogido, especialmente cuando las predicciones están fuera del rango de datos. Es 
decir, en este caso, es más apropiado hacer una predicción para x = 10 (interpolación) que hacerlo 
para x = 20 (extrapolación). Para ilustrar los peligros de las predicciones, considera estas tres para 
la altura de los arbustos después de 20 meses, de acuerdo con el modelo lineal, el cuadrático y el 
exponencial, respectivamente: 

  

En general, las extrapolaciones son mejores cuantos más datos se tengan. Cuando el número de 
datos es pequeño, han de extremarse las precauciones a la hora de hacer predicciones. 

Para ver cómo y por qué son tan diferentes las extrapolaciones de las pantallas anteriores, conviene 
analizar la siguiente pantalla de la calculadora CASIO fx-CG20, donde se muestran a la vez las 
representaciones gráficas de los tres modelos. 
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Esta pantalla muestra que, mientras que los dos modelos curvilíneos son muy similares en todo el 
rango de datos, divergen rápidamente después y producirían grandes diferencias en las estimaciones 
después de, por ejemplo, dos años (x = 24). Del mismo modo, se observa que el modelo lineal no 
refleja la naturaleza curvilínea del crecimiento de las plantas de arándanos, a pesar de mostrar un 
buen ajuste en el rango comprendido entre x = 0 y x = 15. 

En la práctica, los modelos lineales son muy importantes porque describen suficientemente bien 
muchas relaciones durante periodos cortos. Incluso cuando se piensa que es poco probable que la 
relación entre dos variables sea lineal, se utilizan modelos lineales, ya que son menos complicados y 
más fáciles de usar que otros modelos. Pero, en general, deberías tener en cuenta el contexto de los 
datos, sobre todo para entender bien la naturaleza de la relación que existe entre dos variables. 
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Ejercicios 
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudarte a desarrollar tus habilidades con la calculadora. 

1. Algunos estudiantes de una escuela se interesaron por las conchas de lapas de la playa que está 
cerca de su escuela. Seleccionaron 20 conchas al azar y midieron sus longitudes y anchuras: 

Anchura (x) 0,9 1,5 1,6 1,7 1,7 1,8 1,9 2,0 2,0 2,1 2,1 2,1 2,2 2,2 2,3 2,3 2,3 2,4 2,4 2,7 

Longitud (y) 3,1 3,6 4,3 4,7 5,5 5,2 5,0 4,4 5,2 5,4 5,6 5,7 5,8 5,2 5,8 6,2 6,3 6,4 6,3 6,3 

a) Dibuja el diagrama de dispersión de estos datos para estudiar la relación entre x e y. 

b) Halla la anchura media y la longitud media de las conchas. 

c) Determina la desviación estándar de los anchos y longitudes de las conchas. 

d) Utiliza la calculadora para encontrar el modelo lineal que relaciona mejor la longitud (y) y la 
anchura (x) de las conchas. 

e) Utiliza el modelo lineal de del apartado d) para predecir la longitud de una concha de 2,6 cm 
de ancho. 

f) Encuentra el valor del coeficiente de correlación que muestra la fuerza de la relación lineal 
entre la longitud y la anchura de las conchas. 

g) Los estudiantes decidieron analizar otros modelos para ver si se ajustaban mejor a los datos 
que el modelo lineal. Encuentra un modelo de la forma y = abx. ¿Se ajusta mejor este modelo a 
los datos recogidos para las conchas que el modelo lineal? 

2. La Oficina Australiana de Estadística examinó la relación entre la edad y el acceso regular a 
Internet y obtuvo los siguientes datos en el período 2010-2011: 

Edad (años) 15-17 18-24 25-34 35-44 45-54 55-64 65-74 

% acceso a Internet 3,1 3,6 4,3 4,7 5,5 5,2 5,0 

a) Construye una nueva tabla de datos para la edad (utilizando el punto medio de cada 
intervalo) y el porcentaje de personas que no acceden a Internet. 

b) Buscar un modelo lineal para la edad (x) y el porcentaje de personas que no acceden a 
Internet (y). ¿Cuál es la correlación asociada a este modelo? 

c) Utiliza el modelo del apartado b) para predecir e interpretar el acceso a Internet de las 
personas de 35 años. Explica por qué no sería apropiado utilizar este modelo para predecir el 
acceso a Internet de los niños de 4 años. 

d) Encuentra un modelo exponencial para la edad (x) y el porcentaje de las personas que no 
tienen acceso a Internet (y). ¿Cuál es la correlación asociada a este modelo? 

e) Utiliza el modelo del apartado d) para predecir e interpretar la conexión a Internet de las 
personas de 35 años de edad. Compara tu predicción con la que obtuviste en el apartado c). 

f) ¿Cuál de los dos modelos, el modelo lineal del apartado b) o el modelo exponencial del 
apartado d), parece explicar mejor los datos? 

g) Dibuja el diagrama de dispersión de los datos y compara la gráfica que obtengas con tu 
respuesta en el apartado f).   
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Actividades 
El principal objetivo de estas actividades es ayudarte a usar la calculadora para aprender matemáticas.  

Puedes pensar que algunas actividades son demasiado avanzadas para ti. Ignora aquellas que aún no entiendas. 

1. Las relaciones entre diferentes medidas del cuerpo humano pueden ser muy útiles para 
investigaciones criminales o trabajos arqueológicos. Examina la relación entre tu altura y la 
longitud de tu radio (el hueso que va del codo a la muñeca, en el lado de la mano en el que se 
encuentra el pulgar). Obtén al menos 20 medidas de diversas personas y halla la mejor línea de 
ajuste para predecir la altura de alguien a partir de la longitud de su radio. 

2. Los siguientes datos muestran la población de Tailandia (expresada en millones de personas) 
durante los últimos años, según el CIA World Factbook.  

Año después 2000   0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  

Población (M)  61.2  61.8  62.4 64.3 64.9 65.4 64.6 65.1 65.5  65.9  67.1 

Dibuja el diagrama de dispersión y construye un modelo adecuado para el crecimiento de la 
población tailandesa. Comprueba tu modelo con los últimos datos de la población de Tailandia. 
(Por ejemplo, utiliza tu modelo para predecir la población tailandesa actualmente y comprueba 
en Internet que tu predicción se acerca a la realidad.] 

3. A José le gustan los videojuegos, y recientemente ha descargado uno nuevo juego que tiene 56 
niveles. José registró el nivel más alto que pudo alcanzar al final de cada semana durante diez 
semanas, como se muestra a continuación: 

Semana   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Nivel más alto  2 8 11 14 15 16 18 18 20 23 

Cuando José dibujó el gráfico de dispersión, pensó que un modelo logarítmico podría ser una 
buena opción para describir su curva de aprendizaje. Utiliza los datos anteriores para encontrar 
dicho modelo. A continuación, utiliza tu modelo para hacer algunas predicciones, tales como el 
nivel al que va a llegar después de 20 semanas o cuando puede esperar que alcance el nivel 40. 

4. Los registros deportivos se prestan a análisis estadísticos. Por ejemplo, los siguientes datos 
muestran los récords mundiales obtenidos en 2013 en atletismo masculino para diferentes 
distancias: 

Distancia (m)   100  200  400  800  1500  2000  3000  

Récord (s)  9.58  19.19  43.18 100.91 206.00 284.79 440.67 

Utiliza estos datos para construir el modelo de ajuste adecuado para predecir el récord mundial 
para varias distancias. Utiliza tu modelo para predecir el récord mundial de los 1000 m y los 
5000 m masculinos. A continuación, compara tus predicciones con los récords reales, que se 
pueden encontrar en Internet. Prueba a hacer lo mismo con algunos otros registros deportivos de 
este tipo, a partir de datos que obtengas en Internet. 

5. Varios países llevan a cabo proyectos en los que los estudiantes suben datos a Internet sobre sí 
mismos, de manera que una muestra aleatoria de dichos datos está disponible para su descarga y 
análisis. Localiza en Internet un proyecto que te interese de este tipo, utilizando una búsqueda 
como Censo en la escuela. Descarga un conjunto de datos para una muestra aleatoria de 
respuestas de 20-30 estudiantes, así como la hoja de codificación que describe los datos. Utiliza 
tu muestra para analizar un par de variables adecuadas (es decir, que impliquen mediciones 
numéricas) y compara tu análisis con otros.  

6. Considera de nuevo los datos de Siew-Ling relativos al crecimiento de una planta de arándanos. 
Puesto que el gráfico de dispersión muestra un crecimiento exponencial, se puede hacer un 
análisis alternativo comparando el mes con el logaritmo de la altura. Analiza los datos de nuevo 
para hallar un modelo lineal entre el mes y el logaritmo natural de las alturas. (Por ejemplo, 
incluye los puntos (0, ln 16) y (1, ln 18)). Comparar los resultados obtenidos con el modelo 
exponencial que se vio en el módulo. 
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Notas para los profesores 
Este módulo destaca las formas en que la ClassWiz puede apoyar a los estudiantes a entender el 
análisis de datos bivariantes. El módulo hace un uso considerable de modo Estadística como 
importante herramienta. El texto está pensado para ser leído por los estudiantes y les ayudará a ver 
cómo se puede utilizar la calculadora para examinar datos de varias maneras. Conviene que los 
estudiantes realicen los Ejercicios individualmente, a fin de adquirir desenvoltura en el uso de la 
calculadora. En cuanto a las Actividades, es preferible que las realicen en parejas, de modo que 
puedan discutir sus ideas en clase y aprender los unos de los otros. 

Soluciones de los ejercicios 

1. b) 2,01 cm, 5,3 cm c) sx = 0,40, sy = 0,91 d) y = 2,06x + 1,16  e) 6,52 cm  f) 0,90                           
g) y = 2,17×1,55x; no parece ser un modelo mucho mejor que el modelo lineal. La correlación es 
muy similar: r ≈ 0,91 2. a) Los datos tabulados son: (16, 5), (21, 4), (29,5, 7), (38,5, 10), (49,5, 15),    
(59,5,  29), (69,5, 63).  b) y = 0,93x - 18,6; r ≈ 0,87 c) 89 = 13,8, lo que sugiere que aproximadamente 
el 86% de los que tienen 35 años tienen acceso a Internet. Este modelo no se debe utilizar para 
extrapolar a los niños pequeños. d) Utilizar q116 para elegir un modelo exponencial;        
y = 1,68×1,05x; r = 0,98 e) 89  = 9,2, lo que sugiere que aproximadamente el 91% de los jóvenes de 
35 años tienen acceso a Internet. f) El modelo exponencial parece mejor, ya que la correlación es 
mayor. g) El diagrama de dispersión también sugiere que el modelo exponencial es mejor.  

Actividades 

1. Es importante que los estudiantes se involucren en el análisis de datos reales, que es el objetivo 
principal de esta actividad. Haz hincapié en la importancia de las medidas precisas y anima a los 
estudiantes a que obtengan mediciones de una serie de personas (como sus hermanos pequeños) para 
mejorar la modelización estadística. La relación es probable que sea casi lineal. 

2. Las series temporales se prestan al análisis bivariante y se pueden tratar con la calculadora. En 
períodos cortos, el modelo lineal proporciona un buen ajuste, pero para periodos más largos es 
preferible usar el modelo exponencial. [Respuestas: y (millones) = 0,51x + 61,81, r ≈ 0,93] 

3. Anima a los estudiantes a dibujar un gráfico de dispersión para comprobar que el modelo 
logarítmico es adecuado. (Elije el modelo 4 después de seleccionar el modo Estadística.) Un 
modelo lineal producirá resultados sensiblemente diferentes, de modo que se podría alentar a los 
estudiantes a recopilar algunos datos de este tipo por sí mismos. [Respuestas: y (nivel) = 1,95 + 8,31 
ln x,  r ≈ 0,99. Después de 20 semanas, habrá alcanzado el nivel 26, pero hasta la semana 97 no 
habrá alcanzado el nivel 40, de acuerdo con este modelo.] 

4. Puede ser un ejercicio interesante para los estudiantes encajar curvas a datos de este tipo, aunque 
hay que tener cuidado de no sobre interpretar los resultados o utilizar una precisión extrema. En este 
caso, un modelo lineal parece ajustarse bien a los datos. [Respuestas: y = 0,15x – 13,30, r ≈ 0,99; 
predicciones: 1000 m: s 136,38 (una interpolación), 5000 m: s 735,08 (una extrapolación). Los 
registros en 2013 fueron 131,96 y 757,35 seg.] 

5. Censo en la Escuela opera en muchos países; en http://www.censusatschool.org.uk/international-
projects se encuentran enlaces a varios sitios nacionales. Cada estudiante puede descargar un 
conjunto diferente de datos, lo que les ayudará a entender la variabilidad de las muestras, o se les 
puede proporcionar el mismo conjunto, en función de sus preferencias y niveles de acceso a Internet. 

6. Los análisis lineales-logarítmicos son una forma popular y de gran alcance de utilizar regresiones 
lineales para datos curvilíneos. Una gráfica en papel semilogarítmico o una gráfica de meses frente a 
logaritmos de alturas revela una fuerte linealidad y ofrece buenas oportunidades de discusión para 
estudiantes avanzados. [Respuestas: el modelo lineal es ln (y) = 0,13x + 2,66, con r ≈ 0,99, como 
para el modelo exponencial. Nota especialmente que e2,66 = 14,36 y que e0,13 = 1,14, que son los 
parámetros del modelo exponencial en el texto.]  
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Módulo 8   
Probabilidad  

La probabilidad es una parte importante de la matemática y la vida moderna, ya que muchas 
situaciones cotidianas implican aleatoriedad. La ClassWiz es útil para calcular probabilidades, 
especialmente aquellas que se basan en la combinatoria o aquellas cuya distribución de probabilidad 
se conoce. También es útil para simular eventos con probabilidades conocidas. 

En este módulo, a diferencia de en los anteriores, conviene configurar la calculadora para para usar 
la salida en línea. Para ello, selecciona la opción 1 Entrada/Salida del menú CONFIG y, a 
continuación,  elige la opción 3 E línea/S línea, como se muestra a continuación: 

  

Probabilidad de un evento 

Existen dos formas de entender la probabilidad de un suceso. Cuando los resultados de un espacio 
muestral son (teóricamnte) igualmente probables, puedes considerar la probabilidad de un suceso A 
como: 

P(;) = 	 Número	de	resultados	favorablesNúmero	de	resultados	posibles  

Por ejemplo, usando esta definición, la probabilidad de obtener un cuatro al lanzar un dado estándar 
de seis caras es 1/6. 

Cuando los resultados no se conocen con suficiente detalle como para contarlos o como para decidir 
si son o no igualmente probables, la probabilidad de un suceso a menudo se estiman según su 
frecuencia relativa a largo plazo. Por ejemplo, supongamos que se ponen a prueba 10 000 baterías 
para ver si duran más de 30 días, y se encuentra que 7200 sí lo hacen. Entonces, la probabilidad de 
que una batería elegida al azar dure al menos 30 días se estima en 7.200 ÷ 10 000 o 72%. 

Simulación de eventos 

Se puede utilizar la calculadora para  simular eventos aleatorios, usando los comandos Ran # y 
RanInt. 

El comando Ran # simula, cada vez que se pulsa, un número aleatorio mayor que cero y menor que 
1. Los números se distribuyen uniformemente en el intervalo (0, 1). Así, por ejemplo, deberías 
esperar obtener un número entre 0 y 0,4 en el 40% de las ocasiones, a largo plazo. 

Después de utilizar el comando una vez (pulsando q.), pulsa repite varias veces = para 
producir  un número aleatorio distinto cada vez. Las siguientes pantallas muestran algunos 
ejemplos: 

 

Los números aleatorios se expresan generalmente con tres cifras decimales, pero si el último dígito 
es cero (como en la segunda pantalla), la calculadora solo ofrece dos cifras decimales. 

    



Barry Kissane  

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.  
98 

Excepcionalmente (teóricamente con una probabilidad de aproximadamente el 1%), los dos últimos 
dígitos pueden ser cero, por lo que la calculadora reportará un solo decimal, como se muestra en la 
tercera pantalla. 

Además de simular resultados individuales  (con cada pulsación de la tecla =), se pueden simular 
hasta 30 resultados en una tabla. Para ello, entra en el modo Tabla (usando W3) y define la 
función, como se muestra a continuación:  

 

Pulsa= y a continuación establece Inicio = 1, Final = 10 y Paso = 1, pulsando = cada vez. Se 
generará una tabla de diez números aleatorios semejantes a los de las pantallas superiores. Puedes 
desplazarte hacia arriba y hacia abajo con las teclas del cursor, primero utilizando $ y después 
usando E y R. 

Considera de nuevo el caso descrito anteriormente con una probabilidad de 0,4. En este caso 
particular, sólo tres de los diez números aleatorios son inferiores a 0,4, en lugar de los cuatro que se 
esperan para una probabilidad de 0,4, pero esta es la naturaleza de la aleatoriedad. (Para ver que 
sólo había tres números inferiores a 0,4, necesitamos desplazarnos a través de los diez valores. Tus 
valores serán diferentes a los que se muestran aquí, por supuesto.) Recuerde sólo a largo plazo los 
resultados en la práctica coincidirán los resultados teóricos. 

Si vuelves a generar la tabla (por ejemplo, pulsando C y luego = tres veces, se tabulará un 
nuevo conjunto de números aleatorios. 

Resulta tedioso desplazarse por la tabla para leer e interpretar los valores individuales simulados, 
por lo que a veces es más fácil generar números que son más fáciles de identificar. Pensemos en un 
suceso con probabilidad de 0,4 o 40%. Considera el siguiente diagrama, que muestra los efectos de 
generación números aleatorios con el comando Ran # + 0,4.  

 

El diagrama sugiere que el 40% de los números estarán entre 1 y 1,4; es decir, que se iniciarán con 
el dígito 1, mientras que el 60% restante se iniciará con el dígito 0. Es más fácil reconocer estos 
números, de manera que los que empiecen por 1 representen una 'victoria' y los que empiecen por 0 
una "derrota". 

 

El propósito de usar la transformación Ran# + 0,4 es facilitar el reconocimiento de los números, 
para contarlos sin errores; ello no altera la probabilidad de que se produzca el evento. 
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Simulación de enteros 

En muchas aplicaciones prácticas conviene simular números enteros al azar, en lugar de números 
decimales. El comando RanInt (Q.) es muy útil a este efecto. La calculadora generará enteros 
al azar, distribuidos uniformemente en un intervalo de tu elección. 

Para ver más de un resultado en cada pantalla, se puede configurar la calculadora (CONFIG) para 
cambiar, temporalmente, la fuente multilínea a fuente pequeña, como se muestra a continuación. 

   

En las siguientes pantallas se simula el lanzamiento de un dado de seis caras.  Cada uno de los 
números enteros del conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6} es igualmente probable. El comando RanInt requiere 
usar una coma (q )) para separar el primero y el último número entero.  Cada vez que se pulse 
la tecla =, se producirá una nueva simulación para el lanzamiento del dado: 

     

En este caso, la simulación de cinco lanzamientos produce tres cuatros, un cinco y un seis.   

Este comando es útil para simular procesos de Bernoulli, en los que hay dos resultados posibles que 
son igualmente probables.  Un ejemplo de estos procesos se observa cuando se lanza una moneda al 
aire y se cuentan las caras (0 ó 1).  

Las pantallas inferiores muestran dos simulaciones del lanzamiento de una moneda.  Como se 
observa, hay tres caras en el primer conjunto y una cara en el segundo. 

 

Hay que tener cuidado a la hora de pensar en los eventos que se están simuladas. Por ejemplo, para 
simular el lanzamiento de un par de dados, es necesario simular cada dado por separado. Es decir, 
hay que usar el comando 

RanInt (1, 6) + RanInt (1, 6)    y no RanInt (2, 12) 

 

Ambos comandos simulan el lanzamiento de dos dados y proporcionan resultados comprendidos 
entre  2 y 12, pero el segundo comando hace que cualquiera de los doce valores posibles {2, 3, 4, ..., 
11, 12} sean igualmente probables, cosa que no se ajusta a lo que sucede en la realidad.  

Para comprobar este hecho, estudia los siguientes diagramas. El diagrama de la izquierda detalla el 
espacio muestral, formado  por los 36 posibles resultados de lanzar dos dados. Algunos resultados 
son muy poco probables, como obtener una puntuación de 11 (sólo los resultados 5, 6 y 6, 5 
producen dicha puntuación), mientras que otros resultados son propensos a ocurrir con mayor 
frecuencia. Por ejemplo, hay seis formas diferentes (que se muestran en la diagonal) de obtener una 
puntuación total de 7. 
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 1,6 2,6 3,6 4,6 5,6 6,6 

 1,5 2,5 3,5 4,5 5,5 6,5 

 1,4 2,4 3,4 4,4 5,4 6,4 

 1,3 2,3 3,3 4,3 5,3 6,3 

 1,2 2,2 3,2 4,2 5,2 6,2 

 1,1 2,1 3,1 4,1 5,1 6,1 

  

En el gráfico de la derecha se aprecia el espacio muestral teórico dispuesto como una distribución. 
Como se observa, los posibles valores para el total (2, 3, ..., 12) no tienen la misma probabilidad. 
Los resultados prácticos no siempre coinciden con los resultados teóricos (a largo plazo). Para 
verlo, vamos a generar algunos datos aleatorios en una tabla:  

 

Las siguientes pantallas muestran algunos resultados correspondientes a simular el lanzamiento de 
dos dados 30 veces:  

  

En este caso, tras realizar el recuento de los 30 resultados, se obtiene la siguiente distribución: 

Resultado  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  

Frecuencia  0  0  3  2  3  5  9  4  3  0  1  

Como era de esperar, la distribución práctica no coincide exactamente con la distribución teórica,  la 
cual describe lo que sucedería teóricamente a largo plazo. Cada vez que se simule un conjunto de 
lanzamientos, se obtendrá un resultado diferente. Simula 30 lanzamientos con la ClassWiz y tabula 
los resultados para verlo. 

Resultados como estos pueden analizarse en el modo Estadística, que ya se estudió en el Módulo 5. 
Por ejemplo, a continuación se muestra un breve resumen de la serie de 30 lanzamientos que se ha 
descrito más arriba: 

  
Genera tus propios datos y compáralos con estos para ver diferencias y similitudes. 

Combinatoria 

La combinatoria se ocupa del recuento sistemático de objetos y situaciones con el fin de determinar 
probabilidades teóricas en muchas situaciones prácticas. Los números implicados en estas 
situaciones a menudo son muy grandes, por lo que se suele necesitar la calculadora. 

    

    



Módulo 8: Probabilidad  

Aprendiendo matemáticas con la ClassWiz 
101 

Por ejemplo, el número de formas distintas  en las que se puede ordenar un conjunto de objetos –lo 
que se conoce como número de permutaciones– a menudo implica factoriales de números. A 
continuación se muestra un ejemplo: 

Tres niños hacen una carrera a pie. Si no hay empates (posiciones iguales), ¿de cuántas 
maneras diferentes pueden terminar? 

En este caso, se pueden enumerar las diferentes posibilidades. Si los tres niños se representan por A, 
B y C, el conjunto completo de las seis posibilidades es: 

ABC ACB BAC BCA CAB CBA 

Este problema podría analizarse señalando que hay tres posibilidades diferentes para el primer 
puesto; una vez se ha determinado el primer puesto, hay dos posibilidades para el segundo; una vez 
se han determinado los dos primeros puestos, sólo queda una posibilidad para el tercero. De modo 
que el número total de posibilidades es: 

3 × 2 × 1 = 6 

Este análisis se aplica al caso general, por lo que el número de ordenaciones o permutaciones de n 
objetos distintos viene dado por el factorial de n, que se define como: 

n! = n × (n – 1) × (n – 2) × ... × 2 × 1 

Los factoriales son a menudo números muy grandes, demasiado grandes para calcularlos a mano. 
La calculadora dispone de un comando% (al que se accede mediante qu) para este propósito:  

 

Las pantallas superiores muestran que hay más de 3,6 millones de maneras diferentes en las que 
podrían terminar una carrera diez estudiantes y casi 1048 maneras diferentes para 40 estudiantes. La 
calculadora no puede calcular factoriales mayores que 69!, ya que son demasiado grandes para 
caber en la calculadora, que se limita a números menores que 10100. 

En algunas situaciones, estamos interesados en el número de ordenaciones posibles, pero a partir de 
un conjunto restringido. Por ejemplo, si diez niños participan en una carrera, ¿cuántos resultados 
posibles hay para el primer, segundo y tercer puesto (una vez más, suponiendo que no hay 
empates)? 

Usando la misma lógica que en el caso anterior, hay diez opciones para el primer puesto, nueve 
opciones que quedan para el segundo y, finalmente, ocho opciones para el tercero. En total, el 
número de permutaciones diferentes es: 

10 × 9 × 8  

Este resultado puede pensarse como: 10	 × 	9	 × 	8	 × 7	 × 6	 × 5	 × 4	 × 3	 × 2	 × 17	 × 6	 × 5	 × 4	 × 3	 × 2	 × 1 = 	10!7!  

La notación matemática para la permutación de 10 objetos tomando tres a la vez es 10P3. En general, 
la misma lógica sugiere que el número de permutaciones de n objetos tomando r a la vez es: 

5LM = 			 5!(5 − M)! 
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En la práctica, los cálculos pueden realizarse en su totalidad, pero es más fácil y rápido usar el 
comando para las permutaciones nPr de la calculadora, al que se accede a través de QO. 
Observe que se introduce primero el valor de n, seguido del comando y del valor de r. 

  

Las pantallas muestran con claridad que hay 720 permutaciones u ordenaciones diferentes en los que 
10 estudiantes pueden ocupar 3 puestos; mucha gente se sorprende de que este número sea tan 
grande. 

Un tercer tipo de problemas de combinatoria, o de recuento, consiste en contar el número de 
combinaciones, sin importar el orden. En este caso, podríamos estar interesados en contar cuántos 
grupos de tres estudiantes se pueden hacer en un conjunto de 10 estudiantes, sin importar quién es el 
primero, el segundo, o el tercero. Es lo que se define como combinaciones de diez estudiantes, 
tomando tres a la vez, y se expresa como: 

 
10N3 =    10!(10 − 3)! 3! 

Esta expresión se justicia por el hecho de que una vez que se ha elegido el conjunto de tres no se 
desean contra las tres permutaciones posibles dentro de ese grupo. 

En general, el número de combinaciones de n objetos tomando r a la vez es: 

5NM =    5!(5 − M)! M! 
Las siguientes pantallas muestran cómo se determina directamente este valor usando el comando 
para las combinaciones nCr, al que se accede mediante qP: 

 

Una ventaja de usar los comandos nCr y nPr es que permiten el uso de números mayores en los 
cálculos. Por ejemplo, si 100 personas se encuentran en una habitación y todos se dan la mano unos 
con otros, el número de apretones de manos es 100C2. Como muestran las siguientes pantallas, los 
números implicados (100! y 98!) son demasiado grandes para la calculadora, de manera que aparece 
un mensaje de error: 

  

El cálculo, sin embargo, no resulta problemático si se realiza con el comando para las 
combinaciones, como se muestra en la siguiente pantalla: 
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Cálculos con la distribución de probabilidad binomi al 

Puedes usar la ClassWiz para explorar algunas distribuciones de probabilidad. La distribución 
binomial y la distribución de Poisson son importantes ejemplos. 

La distribución binomial se basa en un proceso de Bernoulli (es decir, un experimento aleatorio 
consistente en una serie de sucesos independientes con dos resultados posibles, representados como 
0 o 1,  con una probabilidad constante). A menudo los dos resultados se describen como "ganar" o 
"perder". Un buen ejemplo consiste en tirar N veces una moneda tal que la probabilidad de que 
salga cara es p cada vez. La distribución binomial proporciona la probabilidad de que salga un 
número concreto de caras. La probabilidad de obtener exactamente x caras al realizar N 
lanzamientos suele representarse como: 

Prob (x) = NCx × px × (1 - p) N - x 

Dado que la ClassWiz no usa los símbolos N y p, utilizaremos la siguiente expresión: 

Prob (x) = MCx × Fx × (1 - F) M - x 

En esta expresión, el número total de repeticiones se representa con M (en lugar de N) y la 
probabilidad de cada suceso se representa con F (y no con p). [Puede servirte de ayuda pensar en M 
como el máximo número de sucesos posibles, y en F, como en un tipo de frecuencia de éxito a largo 
plazo.] 

Para encontrar la probabilidad binomial en el modo Cálculo, primero almacena los valores 
apropiados para M, F y x, usando la tecla J, en cada caso. (Nota: Hemos configurado la ClassWiz 
en el modo matemático, para recuperar algunas de las características de visualización matemática.) 

   

Introduce, entonces, la fórmula en pantalla como se muestra a continuación: 

  

Las cuatro pantallas superiores muestran como hallar la probabilidad de obtener exactamente x = 6 
caras al realizar M = 12 lanzamientos con una probabilidad para cada cara de F = 0,5. Pulsa = 
para obtener el resultado: 

 

La probabilidad ronda el 23 %. A algunas personas les sorprende que al lanzar 12 monedas solo se 
obtengan 6 caras menos de una cuarta parte de las veces, ya que intuitivamente piensan que debería 
suceder con mayor probabilidad. 

Existen muchas otros resultados posibles (de hecho 12) cuando se lanzan 12 monedas. Para hallar la 
probabilidad para un valor diferente de x, usa E para para dar otro valor a x (x = 5).  
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Usa entonces E otra vez para destacar la fórmula binomial en la pantalla. Cuando pulses =, la 
fórmula se evaluará con un nuevo valor de x = 5 (sin que cambien los valores de M y F): 

 

El resultado muestra que la probabilidad de obtener exactamente cinco caras al realizar 12 
lanzamientos es de aproximadamente el 19 %. Este tipo de procedimiento evita tener que introducir 
más de una vez la complicada expresión para la probabilidad binomial. 

Para determinar la probabilidad para varios valores de x puede ser preferible utilizar una tabla de 
valores, con un valor particular para M, el número de lanzamientos, y para F, la probabilidad del 
éxito. 

Estudia el siguiente ejemplo, que muestra la fórmula de la probabilidad binomial en el modo Tabla 
para M = 12 y F = 0,5. Hemos escogido hallar las probabilidades de 4, 5, 6 o 7 caras. (Nota que la 
primera pantalla no muestra la fórmula entera, que es f(x) = 12Cx×0,5x ×(1 - 0,5)12-x.) 

   

Como puedes observar, la probabilidad de obtener 5 caras es igual a la probabilidad de obtener 7 
caras, y ambas probabilidades están muy cerca de la probabilidad de obtener 6 caras. Esta 
distribución en particular parece ser simétrica.   

A partir de los valores tabulados se pueden obtener las probabilidades de sucesos más complejos. 
Por ejemplo, la probabilidad de obtener 5, 6, o 7 caras en 12 lanzamientos es la suma de las 
correspondientes probabilidades, es decir sobre el 61 %. 

Similarmente, la probabilidad del suceso complementario, es decir, obtener menos de 5 caras o más 
de 7 en 12 lanzamientos, es aproximadamente de 1 - 61%, o, lo que es lo mismo, del 39 %. 

Cálculos con la distribución de probabilidad de Poi sson 

La distribución de Poisson se utiliza para encontrar la probabilidad de una serie de eventos discretos 
que ocurren aleatoriamente en un cierto intervalo con una determinada tasa. Por ejemplo, si un 
centro de atención al cliente recibe de promedio 5 solicitudes de ayuda por hora, ¿qué 
probabilidades hay de que reciba sólo tres solicitudes en la próxima hora? 

A diferencia de la distribución binomial, que tiene dos parámetros (N y P), la distribución de 
Poisson tiene sólo un parámetro, la tasa media por intervalo, representada por la letra griega λ 
(lambda). Cuando los sucesos siguen una distribución de Poisson, la probabilidad de x apariciones 
en el intervalo viene dada por: 

Prob(,) = OPQR1
,!  

Puedes usar la ClassWiz para evaluar probabilidades con esta distribución con métodos similares a 
los descritos anteriormente para la distribución binomial. Dado que la ClassWiz no dispone de un 
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símbolo lambda, usaremos M en su lugar, para referirnos a la tasa media por intervalo, de manera 
que la fórmula resulta: 

Prob(,) = OPST1
,!  

Para calcular una probabilidad de Poisson en el modo Cálculo, primero almacena los valores 
apropiados para M = 5 y x = 3, usando la tecla J, en cada caso: 

  

Introduce la fórmula de la distribución de Poisson en pantalla, como se muestra abajo. Usa qh 
para obtener la función exponencial y qupara obtener el comando factorial. Pulsa = para 
obtener el resultado. 

 

Este resultado muestra que la probabilidad de recibir solo tres peticiones en una hora es solo del 
14%. 

Para evaluar otras probabilidades, con el mismo valor para M = 5, usa E para volver a la orden de 
almacenamiento y edita un nuevo valor para x. Como se muestra abajo, el valor de x es cambiado 
por 2: 

  

Usa de nuevo E para destacar la fórmula y a continuación = para evaluar la fórmula de Poisson 
otra vez: 

 

Este resultado muestra que la probabilidad de recibir solo dos peticiones en una hora es solo del 8%, 
lo que significa que el suceso es claramente poco probable, cosa que se explica por el hecho que el 
promedio de peticiones por hora es de cinco peticiones. 

Como en la distribución binomial, a veces es preferible trabajar con una lista de probabilidades de 
Poisson en lugar de con un solo valor. Por ejemplo, considera el proceso consistente en hornear 
algunos pequeños pasteles. Si se distribuyen 36 pasas en la masa que se utiliza para hacer 12 
pasteles, se esperará obtener una media de tres pasas en cada pastel. 

Es posible que desees conocer las diversas probabilidades, asumiendo, por supuesto, que la mezcla 
se agita bien y que los pequeños pasteles se hicieron a partir de muestras aleatorias de la masa.  En 
este caso, la tasa media es M = 3. Para determinar varias probabilidades a la vez, usa el modo Tabla. 
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La tabla que resultante muestra las distintas probabilidades. Parece que el resultado más probable es 
obtener dos o tres pasas en un pastel, con una probabilidad que ronda el 45%. Observa que es muy 
poco probable obtener 10 o incluso más pasas en un pastel, pero no es imposible. Por otra parte, 
cerca de un pastel de cada veinte no contiene ninguna pasa.  
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Ejercicios 
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudarte a desarrollar tus habilidades con la calculadora. 

1. Usa tu calculadora para simular diez números aleatorios entre 0 y 1. 

2. Utiliza el modo Tabla para simular un conjunto de 30 números enteros aleatorios entre 1 y 8. 

3. Se simuló un conjunto de números aleatorios en una tabla utilizando el comando f(x) =  
100Ran#. Describe qué tipo de números esperas obtener. A continuación, utiliza tu calculadora 
para comprobar si tu predicción es correcta. 

4. En un juego de azar, los jugadores tienen que elegir seis números diferentes entre el 1 y el 45. 
Kai Fay quiere usar su calculadora para simular el juego y hallar seis números aleatorios.  

a) Describe de qué manera se puede usar una tabla para reproducir el juego. 

b) Explica por qué es a veces no se generan los números adecuados.  

5. Evalúa a) 8! b) 14! 

6. Considera que 7U5= V!W!X!. Usa tu calculadora para evaluar las siguientes expresiones e indica 

cuál de ellas, en su caso, es la respuesta correcta: 

a) 7! ÷ 5! × 2!  b) 7! ÷ (5! × 2!)  c) 
V!W!X!    d) 7C5 

7. En una carrera compiten 22 caballos. ¿De cuántas maneras se podrían completar los tres 
primeros puestos? 

8. Lucas está haciendo pizzas. Cada pizza ha de tener cuatro ingredientes y Lucas puede elegir 
entre diez ingredientes diferentes. ¿Cuántas pizzas diferentes puede hacer? 

9. En un campamento hay 70 estudiantes. El líder del campamento quiere elegir a cinco 
estudiantes para dirigir varios grupos. ¿De cuántas maneras diferentes se puede elegir al 
conjunto de los líderes? 

10. a) Almacena en memoria los valores M = 8,  F = 0,5 y x = 2. 
b) Evalúa la expresión para la probabilidad binomial MCx × Fx (1 – F)M-x. 
c) Cambia el valor de M a 10 y revalúa la expresión del apartado b). 
d) Cambia los valores de F a 0,4 y de x a 3 y revalúa la expresión del apartado b). 

11. Se lanza una moneda al aire 10 veces. Halla la probabilidad de obtener a) exactamente tres 
caras b) más de seis caras. 

12. Con el tiempo, un centro de llamadas recibe un promedio de 4,2 llamadas por minuto. 
Encuentre la probabilidad de que, en el siguiente minuto, se reciba: 

a) sólo una llamada.  

b) más de seis llamadas. 

13. Se elabora un lote de pequeñas tartas de pasas con un promedio de 2,6 pasas por tarta. Usa una 
tabla de valores para determinar: 
a) El número más probable de pasas que hay por tarta. 
b) La probabilidad de que una tarta tenga exactamente dos pasas. 
c) La probabilidad de que una tarta tenga menos de tres pasas. 
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Actividades 
El principal objetivo de estas actividades es ayudarte a usar la calculadora para aprender matemáticas.  

Puedes pensar que algunas actividades son demasiado avanzadas para ti. Ignora aquellas que aún no entiendas. 

1. Se puede considerar que un tetraedro regular es una pirámide de cuatro caras, cada una de las 
cuales es un triángulo equilátero. Un dado con esta forma tiene marcadas las caras con 1, 2, 3 y 
4 puntos. 
a) Si se lanza al azar este tetraedro, ¿cuál es la probabilidad de que el número de puntos en la 

cara que mira hacia abajo sea 3? 
b) Utiliza tu calculadora para simular 20 lanzamientos de dos de estos dados tetraédricos y 

determina la suma de los puntos de las caras que miran hacia abajo. ¿Qué sumas se 
produjeron con más frecuencia? 

c) Repite el apartado b) y compara los resultados que obtengas con los que obtuviste en el 
primer intento, así como con los resultados de otros compañeros.   

d) ¿Qué número esperas obtener con mayor frecuencia? 
2. La lotería "Pick 4", en EE.UU, anuncia un número de 4 dígitos cada día; de manera que gana 

aquel jugador cuyo número coincida con los dígitos ganadores. Supongamos que has elegido el 
número 3297. 
a) ¿Cuál es la probabilidad de que tu número coincida con el número ganador, en el orden 

correcto?  
b) ¿Cuál es la probabilidad de que las cifras de tu número coincidan con las del número 

ganador, en cualquier orden? 
c) Simula 30 posibles números. Si el número premiado sigue siendo el 3297, ¿has ganado? 

3. Un cirujano considera que una operación quirúrgica es segura porque es exitosa en el 90% de 
las ocasiones. Usa tu calculadora para simular y estudiar una sucesión de estas operaciones, 
usando el comando RanInt(0, 9) y considerando que el resultado 0 representa una operación que 
sale mal. Realiza varias simulaciones, guardando los resultados en una tabla. 
a) ¿Cuántas operaciones exitosas se producen? 
b) ¿Cuántas operaciones han de producirse antes de que la primera operación salga mal? 
Compara tus resultados con los de otros estudiantes. Considera también otros porcentajes de 
“seguridad” para las operaciones, como, por ejemplo, el 90% o el 99% de éxito. 

4. Una jugadora profesional de baloncesto tiene un porcentaje de acierto en los tiros libres del 
85%. Si en un partido lanza seis tiros libres, ¿cuál es la probabilidad de que acierte los seis? 
¿Cuál es su puntuación más probable? ¿Con qué frecuencia no acertará más de cuatro 
lanzamientos? Investiga qué sucede si lanza más tiros o si cambia su tasa de éxito. 

5. Un grupo de seis amigos están comparando sus signos del zodiaco (hay 12 signos del zodiaco 
distribuidos a lo largo del año). ¿Qué probabilidad hay de que al menos dos de los amigos 
tengan el mismo signo del zodiaco? Utiliza una tabla en tu calculadora para simular los signos 
del zodíaco del grupo de amigos; realiza la simulación varias veces y compara tus resultados 
con los de otros estudiantes para ver hasta qué punto los datos simulados se ajustan a tus 
expectativas. ¿Qué pasaría si el grupo estuviera formado por más personas? 

6. Una de las principales intersecciones de una ciudad es conocida por ser una fuente de 
accidentes, hasta el punto que funcionarios municipales han documentado que se producen un 
promedio de 2.9 colisiones entre vehículos cada mes. En un mes se reportaron cinco colisiones.  
¿Cuántas veces al año es probable que se reporte esta cifra de colisiones? 
Investiga las consecuencias de esta tasa de colisiones. Por ejemplo, ¿esperarías que hubiese un 
mes sin ninguna colisión a lo largo del año? ¿Cuál es el número de colisiones por mes más 
probable? ¿Cuáles serían las consecuencias de que la tasa de colisiones por mes descendiera 
hasta las 2.5 colisiones? ¿Cuáles serían las consecuencias de que ascendiera hasta las 3,5 
colisiones mensuales? 
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Notas para los profesores 
Este módulo destaca las formas en que la ClassWiz puede apoyar a los estudiantes a aprender sobre 
la aleatoriedad, la probabilidad y el recuento sistemático, así como a utilizar la calculadora para 
generar datos aleatorios y a usar dos distribuciones de probabilidad claves. Conviene que los 
estudiantes realicen los Ejercicios individualmente, a fin de adquirir destreza en el uso de la 
calculadora. En cuanto a las Actividades, es preferible que las realicen en parejas, de modo que 
puedan discutir sus ideas en clase y aprender los unos de los otros. 

Soluciones de los ejercicios 

1. Usa Ran # (q.) y pulsa = diez veces 2. Usa f(x) = RanInt (1, 8), Inicio = 1, Final = 30, 
Paso  = 1. 3. Los números comenzarán con un número entre el 0 y el 99  4. a) Utiliza f(x) = RanInt 
(1,45), Inicio = 1, Fin = 6, Paso = 1  b) A veces se repetirán dos de los seis números enteros 
aleatorios. 5. a) 40 320  b) 87 178 291 200  6. a) 84   b) - d) 21 (que es correcto) 7. 22P3 = 9240       
8. 10C4 = 210  9. 70C5 = 12 103 014  10. b) ≈ 0,109 c) ≈ 0,0439  d) ≈ 0,215   11. a) ≈ 0,117              
b) ≈ 0,0107 (usando distribución binomial) 12. a) ≈ 0,063  b) 0,194 (usando la distribución de 
Poisson)   13. a) 2  b) ≈ 0,251 c) ≈ 0,0742 + 0,1931 + 0,2510 = 0,518 

Actividades 

1. Los estudiantes deben usar sus calculadoras para generar datos aleatorios, utilizando RanInt (1, 4), 
y registrar los resultados en una tabla. Anímalos a repetir el ejercicio al menos una vez y a comparar 
los resultados con los demás estudiantes, con el fin de ver que se produce una variación aleatoria. 
[Respuestas: a) 1/4  d) El resultado más probable de añadir un par es 5; esto ocurrirá más a menudo, 
pero se necesitarán muchas series de 20.] 

2. Los apartados a) y b) requieren algunos análisis de la situación, lo que se podría hacer con toda la 
clase si los estudiantes desconocieran los conceptos tratados. Es poco probable que las simulaciones 
produzcan "ganadores", ya que la probabilidad de una coincidencia exacta es sólo de 1/10000, y si 
se ignora el orden, de 24/10000. Esta experiencia puede ayudar a los estudiantes a ver lo poco 
probable que es ganar en alguno de estos juegos, o al menos puede ayudar a los estudiantes a iniciar 
su propio análisis y a usar sus calculadoras para simular resultados.   

3. Los estudiantes podrían necesitar ayuda para configurar e interpretar las simulaciones. Esta es una 
buena actividad para realizar entre toda la clase. Inevitablemente, algunos estudiantes (sobre el 10%) 
obtendrán una operación quirúrgica con complicaciones al primer intento, mientras que otros 
obtendrán una larga cadena de éxitos. 

4. Esta actividad invita a los estudiantes a utilizar la distribución binomial con N = 6 y p = 0,85,       
y podría provocar una discusión acerca de la sobre interpretación de las marcas personales de los 
jugadores. Anima a los estudiantes a experimentar con otras probabilidades o, si se dispone de datos, 
a modelar el rendimiento de jugadores locales reales. [Respuestas: 0,38, 0,22, 5] 

5. Supón que los doce signos del zodiaco son igualmente probables y simúlalos completando una 
tabla de 6 entradas con RanInt (1, 12). Anima a los estudiantes a que lleven a cabo varias 
simulaciones y registren y comparen sus resultados. [Respuesta: El análisis revela que la 
probabilidad de al menos una coincidencia es 1343/1728 ≈ 78%, por lo que los datos simulados 
deben reflejar esta situación. Un grupo más grande  aumentará la probabilidad de una coincidencia.] 

6. Esta actividad invita a los estudiantes a utilizar la distribución de Poisson con λ = 2,9. Anima a los 
estudiantes a experimentar con otras tasas o incluso a comprobar si hay datos relativos a alguna 
intersección local. [Respuestas: Prob = 0,094, por lo que se produce 1 mes cada año; Prob = 0,055, 
por lo que se esperara un mes libre de colisiones cada dos años. El número más probable de 
colisiones es 3, pero 2 es casi tan probable.] 
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Módulo 9 
Recursividad y sucesiones 

Las sucesiones son importantes componentes de las matemáticas que surgen de la idea de 
recursividad. La ClassWiz ofrece diferentes maneras de tratar con estas ideas matemáticas, usando 
los modos Calcular y Tabla. 

Para este módulo, asegúrese de que tu calculadora está configurada en el modo Mat para la entrada y 
la salida y con formato de número Norm 2. Usa CONFIG (qw) y luego 1 Entrada/Salida o 
3 Formato número para hacerlo, si fuera necesario. 

Recursividad 

La idea básica de la recursividad es utilizar el mismo proceso repetidamente con el fin de producir 
una sucesión de números. Quizás el ejemplo de recursividad más fundamental en matemáticas se da 
en el recuento, que consiste en añadir una unidad a un número con el fin de alcanzar el número 
siguiente. El proceso recursivo consistente en añadir una unidad más puede llevarse a cabo 
automáticamente mediante la calculadora. Para ver de qué manera, estudiaremos un ejemplo en 
detalle. 

En el siguiente ejemplo, empezamos con 1, aunque por supuesto puedes empezar a contar en un 
número diferente si lo deseas.  

  

En este caso, el proceso recursivo consiste en "sumar uno", por lo que debes introducir +1 en la 
calculadora. Como la suma es una operación binaria -es decir, dos cosas deben sumarse- la 
calculadora interpreta el comando “sumar 1” como el comando que suma uno al resultado anterior. 
Tan pronto como pulses la tecla +, la pantalla mostrará Ans +. La memoria de la calculadora Ans 
almacena la última respuesta. Al completar el cálculo con 1= se obtiene 1 + 1 = 2, como era de 
esperar: 

  

Si bien por lo general no es necesario usar una potente calculadora para sumar uno más uno, a la 
calculadora se le ha ordenado, en este caso, sumar 1 al resultado anterior. Si presionas la tecla = 
nuevamente (sin introducir ningún otro comando), la calculadora ejecutará el comando más reciente 
de nuevo. En este caso, utilizará el comando Ans + 1 para agregar 1 al resultado anterior cada vez 
que se presione =. Los siguientes tres pantallas se han obtenido pulsando = tres veces seguidas: 

  

Como puedes ver en las pantallas superiores, parece como si nada cambiase cada vez que pulsas 
=, excepto el resultado. El comando Ans + 1 parece mantenerse todo el tiempo. De hecho, si 
pulsas la tecla E, comprobarás que, realmente, el comando se repite. Parece ser el mismo 
comando ¡porque de hecho lo es! 
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Recuento inteligente 

El proceso recursivo que se acaba de describir puede utilizarse para realizar otros recuentos, además 
de contar de uno en uno. Puedes empezar a contar a partir del número que desees y por diferentes 
cantidades, mediante el ajuste del primer número y del paso recursivo. 

Por ejemplo, para contar de en cinco, a partir de doce, sigue los pasos que se muestran a 
continuación. Cada vez que pulses la tecla =, se añadirá otro cinco. Es posible proceder de esta 
manera muchas veces y construir una sucesión. 

 

Por supuesto, también puedes contar con números que no son enteros. En el siguiente ejemplo, la 
calculadora contará de doceavos en doceavos, empezando por el 0.  

  

Cuando cuentes de esta manera, es posible que se sorprendan los resultados que obtengas cada vez 
que pulses la tecla=, ya que la calculadora simplificará de forma automática las fracciones. 

A veces no resulta de ayuda que las fracciones se simplifiquen automáticamente. Para evitar que lo 
hagan, puedes pulsar q= cada vez, aunque resulta bastante tedioso hacerlo. Una buena 
alternativa consiste en configurar la salida de datos para obtener, temporalmente, resultados 
decimales. Para hacerlo, entra en el menú CONFIG (qw), selecciona 1: Entrada / Salida y, 
seguidamente, selecciona 2: E Mat/S Decimal, como muestran las siguientes pantallas:   

   

Resulta sencillo contar de 0,1 en 0,1 desde un punto de partida de 0,5 pulsando la tecla =, como 
se muestra a continuación: 

 

Es posible que desees retornar la calculadora a la salida matemática desde la salida decimal, 
dependiendo de que séalo siguiente que quieres hacer.  

Recursividad y multiplicación 

El uso de procedimientos recursivos con la suma da lugar a diversos tipos de recuentos, como se ha 
visto en las dos secciones anteriores. También es posible trabajar la recursividad con otras 
operaciones, incluyendo un caso muy importante: la multiplicación. Cuando se aplica 
repetidamente, la multiplicación conduce al crecimiento exponencial, que es muy importante en el 
mundo natural y en el mundo de las finanzas. 

Para ver un ejemplo, empieza introduciendo un 1 en la calculadora: 

  

   

   

   



Barry Kissane  

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.  
112 

  

Introduce después el paso recursivo de multiplica por dos. Cada vez que pulses =, la calculadora 
multiplicará el resultado previo por dos, lo que produce potencias de dos sucesivas, como se 
muestra a continuación:  

  

Comprueba por ti mismo que, después de pulsar la tecla = nueve veces, obtienes 29 = 512.   

  

Asegúrate de que cuentas cuidadosamente el número de veces que pulsas la tecla = mientras 
procedes. 

Si se empiezas con 1 y multiplicas por ½ sucesivamente, obtendrás las potencias de ½, que son las 
potencias negativas de dos. [Por ejemplo, ½ a la potencia de 2 es igual que 2-2.] Los términos 
tercero, cuarto y quinto se muestran a continuación: 

 

Tal vez puedas reconocer que estos tres términos son 2-3, 2-4 y 2-5, respectivamente. 

Un tipo importante de recursividad multiplicativa implica procesos de crecimiento en los que cada 
término es un cierto múltiplo del término anterior. Un buen ejemplo de estos procesos se da en el 
crecimiento de la población, ya que es una práctica común describir la tasa de crecimiento anual de 
la población de una nación como un porcentaje del tamaño de dicha población, como se describió 
en el módulo 6. 

Por ejemplo, a partir de datos que se hallaron en Internet, se estimó que la tasa de crecimiento de 
población de Filipinas en enero del 2016 era del 1,7 %, con una población total estimada de 102 
741 362 habitantes. Si esta tasa de crecimiento continúa, la población será cada año un 1,7 % 
superior al año anterior. La manera más sencilla de obtener un número que sea un 1,7 % superior a 
otro número es multiplicar dicho número por 1,017. Si se procede de esta forma repetidamente con 
la calculadora, se puede predecir eficientemente la población anual. 

   

Las dos últimas pantallas sugieren que la población de las Filipinas alcanzará los 104 487 965 de 
personas a principios del 2017 y los 106 264 260, 6 personas a principios del 2017. 

Tienes que tener cuidado al interpretar estas pantallas. En primer lugar, los datos originales son 
estimaciones. En segundo lugar, el procedimiento recursivo se basa en la suposición de que la tasa 
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de crecimiento de la población se mantiene constante, aunque en la práctica acostumbra a fluctuar. 
En tercer lugar, los resultados se dan con muchas cifras decimales, aunque no tiene sentido una 
población que no es un número entero. Con estas precauciones en mente, sin embargo, deberías ser 
capaz de comprobar con tu calculadora que se prevé que la población de las Filipinas alcance los 
130 millones de personas alrededor del 2030. 

Los números pueden hacerse cada vez más pequeños con la multiplicación, siempre se multiplique 
por un número menor que uno. El decaimiento exponencial es un proceso que disminuye una 
cantidad multiplicativa en la misma cantidad cada período, como se vio en el módulo 5. Un buen 
ejemplo de estos procesos se da en la desintegración radiactiva de los materiales, que se utiliza en la 
datación por carbono. Otro buen ejemplo en el mundo cotidiano implica la depreciación de valores. 

Para ilustrar el concepto de la depreciación, y mostrar que se trata de un proceso recursivo, imagina 
una pequeña empresa que, a efectos de seguros y tasación, considera que su mobiliario de oficina se 
deprecia cada año un 15% de su valor. Puedes utilizar la calculadora para construir una recursividad 
que muestre el valor depreciado de los muebles cada año, considerando que el valor inicial era de  
12 500 $. Para este ejemplo, el término que multiplica cada vez es el 85 %, que es la proporción del 
valor que queda después de cada año transcurrido. Las pantallas siguientes muestran el efecto de 
este proceso de depreciación. (El símbolo de porcentaje es accessible mediante qM). 

 

Observa que, para determinar el valor que permanece después de cada año, podría haberse 
multiplicado por 0,85, en lugar de por 85%. Si usas este proceso cuidadosamente y cuentas el 
número de veces que usas la tecla =, deberías ser capaz de ver por ti mismo que los muebles se 
deprecian en siete años hasta llegar a un valor de poco más de 4 000 $. 

Sucesiones 

Una sucesión es un conjunto de números dispuestos en un orden particular. En matemáticas, las 
sucesiones disponen, generalmente, de una regla bien definida que permite su construcción. En 
general, las sucesiones se escriben con sus términos ordenados y separados por comas. En este 
módulo ya has visto algunas sucesiones, incluida la sucesión de los números naturales: 

1, 2, 3, 4, 5, ... 

Así como la sucesión de las potencias de dos: 

1, 2, 4, 8, 16, 32, ... (es decir, 20, 21, 22, 23, 24, 25, ...) 

Las sucesiones pueden definirse, generalmente, de dos formas posibles: de forma recursiva o de 
forma explícita. Una definición recursiva implica proporcionar el primer término y describir de qué 
manera se hallan los demás, como se ha visto anteriormente en este módulo. 

Una definición explícita consiste en proporcionar una regla que permita hallar cualquier término. 
Dado que los términos se describen como el primero, segundo, tercero, cuarto, etc. ..., es evidente 
que sólo los números enteros se pueden utilizar para designar términos. Así, es común expresar el 
término n-ésimo de una sucesión (a menudo representado por T(n) o Tn ) como una función de n, 
siendo n un número entero. 

Por tanto, la primera de las sucesiones planteadas anteriormente (1, 2, 3, 4, 5, …) se define como: 

T(n) = n, par n natural 

Las potencias de dos constituyen una sucesión que puede definirse explícitamente como: 

Tn = 2n, para n = 1, 2, 3, 4, ... 

    



Barry Kissane  

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.  
114 

Si bien es conveniente generar los términos de una sucesión de manera recursiva, como hemos 
hecho anteriormente en este módulo, a veces es más eficiente generar un término en particular, 
usando una definición explícita. Las tablas de valores pueden ser muy útiles para generar con la 
calculadora los términos de una sucesión,  ya que podemos pensar en las sucesiones como en un 
tipo particular de funciones (en las que la variable sólo puede tomar valores enteros). 

Selecciona el modo Tabla y define la sucesión que se muestra a continuación: 

   

Observa que la calculadora requiere usar x y no n para representar la posición del término, de igual 
manera f(x) representa Tn, de modo que el significado de f(x) = 2x es el mismo que el de Tn = 2n. 
Pulsa = para continuar definiendo la sucesión. La capacidad de la tabla de la calculadora se 
restringe a 30 términos, en consecuencia, se pueden determinar y representar los 30 primeros 
términos de la sucesión con los parámetros que se muestran en las ventanas superiores. Pulsa= 
después de cada entrada. 

Puedes desplazarte hacia arriba y hacia abajo para encontrar varios términos de esta sucesión. Las 
dos escenas siguientes muestran el 10º y el 25º término. 

  

Observa que el 25º término se muestra en el fondo de la pantalla (el cursor se encuentra en la 
columna f(x), adyacente a x = 25). El término también se muestra en la propia tabla, pero, debido al 
poco espacio de que se dispone, se visualiza en notación científica.  

Si quisieras encontrar otros términos de la sucesión (como el 32º y el 36º), podrías cambiar las 
especificaciones de la tabla. Empieza por pulsar C. Seguidamente, cambia los parámetros Inicio y 
Final, pero deja el Paso a 1. 

  

Como muestran las pantallas superiores, el 32º término es 4 294 967 296. Sin embargo, la 
calculadora no puede mostrar al completo el término 36º, sino que solo puede aproximarlo en 
notación científica, porque tiene más dígitos que de los que la pantalla de la calculadora puede 
albergar.  

Progresiones aritméticas 

Un tipo particular de sucesión que es muy importante en matemáticas es la sucesión aritmética, 
también llamada en ocasiones progresión aritmética. Se trata de una sucesión para la que hay un 
primer término (representado por a) y una diferencia constante entre dos términos sucesivos 
(representada por d). Esto quiere decir que cada término se obtiene sumando un número constante 
al término anterior. 

Un buen ejemplo de progresiones aritméticas son las tarifas de los taxis, cuando se paga una 
determinada cantidad por bajar la bandera y otra por cada kilómetro que se recorra. Supón que a = 6 
y d = 4. Es decir, que el taxista cobra 6 $ por viaje más 4 $ por cada kilómetro recorrido. [En la 
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práctica, muchos taxistas cobran tasas por partes de kilómetro, e incluso otros cargos, pero 
consideraremos aquí el caso más simple, con propósitos ilustrativos.] 

La sucesión para el coste de varios kilómetros recorridos es una progresión aritmética:  

6, 10, 14, 18, 22, …  

Esta progresión puede representarse en la calculadora tanto recursivamente como explícitamente. 
Las siguientes pantallas muestran el caso recursivo. Después de un viaje de 1 km, la tarifa es de 10 
$ (el segundo término de la sucesión). 

  

Cualquier otra tarifa puede determinarse de esta manera, pulsando la Tecla = el número apropiado 
de veces. 

Este sistema de cálculo resulta perfectamente aceptable para trayectos cortos, sin embargo, sería 
muy tedioso su uso para determinar la tarifa de un trayecto largo (como, por ejemplo, de 44 km), de 
manera que una expresión explícita de la progresión aritmética puede resultar más práctica. En el 
caso general, el n-ésimo término de una progresión aritmética viene dado por: 

Tn = a + (n – 1)d  

De manera que el n-ésimo término implica sumar d a a un total de n – 1 veces.  

La primera pantalla de las que siguen muestra cómo implementar la función en el modo Tabla para 
generar términos de esta progresión aritmética. La segunda pantalla muestra que un viaje de 44 km 
cuesta 182 $. 

  

Observa que, en este caso, el coste de un viaje de 44 km corresponde al 45º término de la sucesión 
(el primer término corresponde a un trayecto de 0 km).  

Progresiones geométricas 

Las sucesiones geométricas, también llamadas progresiones geométricas, son también muy 
importantes en matemáticas. Difieren de las progresiones aritméticas en que la relación entre dos 
términos consecutivos es multiplicativa y no aditiva.  En general, el primer término de una 
progresión geométrica se representa por a y el razón común entre términos consecutivos se 
representa por r. Es decir, cada término puede determinarse multiplicando el término anterior por r. 

Un ejemplo de estas progresiones se observa en microbiología, en el crecimiento del número de 
células de un cultivo. Si inicialmente hay 30 células y el número de células se duplica cada hora, 
entonces, a = 30 y r = 2. La sucesión con el número de células al principio de cada hora es: 

30, 60, 120, 240, 480, …  

Esta progresión geométrica puede representarse en la calculadora tanto de forma recursiva como 
explícita. A continuación se detalla la forma recursiva. 
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Al pulsar la Tecla= se generarán más términos de la sucesión. Aunque los términos son fáciles de 
obtener de esta manera, el procedimiento resulta bastante ineficiente para términos posteriores, tales 
como los que corresponden a hallar cuántas células habrá en el cultivo transcurridas 24 horas. 

La versión explícita proporciona el termino n-ésimo de la progresión geométrica, T1, T2, T3, … con 
primer término a y razón común r, por lo que el término n-ésimo se obtiene de multiplicar a por r 
un total de n – 1 veces.  

Tn = arn – 1  

La primera pantalla de las que siguen muestra cómo implementar la sucesión en el modo Tabla, 
mientras que la segunda pantalla muestra algunos términos de la sucesión.  

 

La segunda pantalla muestra que después de que hayan pasado 24 horas (es decir, al principio de la 
hora 25), habrá más de 500 millones de células. 

El haber accedido a muchos términos de la sucesión permite plantearse otras preguntas. Por 
ejemplo, supón que el científico quisiera saber cuándo debe esperar  a que se alcance la cifra del 
millón de células. 

 

Recuerda que, en general, el término n-ésimo de la sucesión muestra la población al inicio de la 
hora (n – 1). Estas ventanas muestran que el 16º término es de casi un millón, mientras que el 17º 
término (una hora después) es de casi dos millones. En consecuencia, parece que la población de 
células 15 horas después roza el millón.   
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Ejercicios 
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudarte a desarrollar tus habilidades con la calculadora. 

1. Usa la calculadora para contar de 3 en 3, empezando por 10.  

2. Usa la calculadora para contar de 10 en 10, en orden decreciente, empezando por 97.   

3. Un libro cuesta 32 $ actualmente. Si su precio se incremente un 4 % cada año, desarrolla una 
sucesión que muestre el precio anual. ¿Cuál será el precio del libro dentro de 12 años?  

4. Genera los términos de esta sucesión en tu calculadora: 4, 12, 36, 108, 324, …  

5. Usa una tabla en tu calculadora para listar los primeros cinco términos de las siguientes 
sucesiones numéricas: 

a) Tn = 2n + 1 

b) gn = 3 × 2n 

c) tn = 80 ���
0� 

d) An = 
�0Y�0Y�  

6. El primer término de una sucesión numérica es 12 y su diferencia es 8. Usa la calculadora para 
construir una tabla con los primeros 30 términos de esta sucesión. ¿Cuál es el duodécimo 
término? 

7. Una progresión geométrica tiene primer término 20 y razón común 0,95. Construye con tu 
calculadora una tabla con los veinte primeros términos de esta sucesión. ¿Cuál es el décimo 
término? 

8. Modifica los parámetros de la secuencia descrita en el ejercicio 7 para cambiar la razón común 
a 1,05 y halla los primeros 25 términos de la sucesión. ¿Cuál es el décimo término? 

9. El primer término de una progresión aritmética es 17 y la diferencia 11. 

a) ¿Cuál es el 14º término de esta secuencia? 

b) ¿Cuál es el primer término de la secuencia que es mayor que 400? 

10. Estudia la siguiente sucesión: 

9, 17, 25, 33, 41, 49 

a) Genera los términos de la sucesión en tu calculadora para encontrar el vigésimo término. 

b) Usa una tabla para generar la sucesión en tu calculadora; comprueba que el vigésimo término 
es el mismo que en el apartado a). 

c) ¿Cuál es la manera más fácil de encontrar el vigésimo término de la sucesión? 

10. El precio de los bienes cambia cada año debido a los efectos de la inflación. Si la tasa de 
inflación ha sido del 2% anual durante los últimos cinco años, ¿cuánto costará hoy una mesa 
que costaba 240 $ hace cinco años? 
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Actividades 
El principal objetivo de estas actividades es ayudarte a usar la calculadora para aprender matemáticas.  

Puedes pensar que algunas actividades son demasiado avanzadas para ti. Ignora aquellas que aún no entiendas 
 

1. a) Halla el primer término de la sucesión  24, 8, �� , �� , … que es menor que 0,001. ¿De qué 

término se trata? 
b) Determina el primer término de la sucesión 4,6; 8,1; 11,6; 15,1, … que es mayor que 25. 
¿De qué término se trata? 
c) Encuentra el primer término de la secuencia 12, 29, 46, 63, … que es mayor que 600. ¿De 
qué término se trata? 

2. El índice de los precios de consumo (IPC) mide en qué medida aumentan los precios a lo largo 
del tiempo debido a la inflación. El incremento medio del IPC en Australia a lo largo de los 
últimos 30 años ha sido del 3,4 % anual. Si una calculadora costaba 14 $ en 1986, usa el IPC 
anual para determinar el valor de la calculadora en el año 2016. Investiga y explora el IPC de tu 
propio país para ver cuál ha sido el incremento de los precios durante los últimos años. 

3. Cuando se deja caer una pelota desde una altura de 3 m, el primer rebote dura 1 s (siendo este 
el intervalo de tiempo comprendido entre los instantes en que la pelota toca el suelo por 
primera y por segunda vez). Cada rebote sucesivo dura 2/3 de la duración del bote anterior. 
Halla el tiempo total de duración de a) los tres primeros rebotes b) los 10 primeros rebotes c) 
los 100 primeros rebotes. 
¿Cuántos segundos han de pasar para que la pelota deje de rebotar? 

4. En una investigación para determinar cuántas cerillas se necesitan para construir ciertos 
patrones geométricos se generó la siguiente tabla: 
Número de la forma (S) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Cerillas (M) 2 7 16 29 46 67 92 121 154 191 
a) ¿Qué sucesión se ha usado para determinar el número de cerillas que se requieren para cada 
forma? 

b) Construye una tabla que te permita comprobar tu respuesta en el apartado a) y determina 
cuántas cerillas se necesitarán para la 15º forma. 

5. Busca en internet la población de tu país y la tasa anual de crecimiento de la población. Usa 
estos datos para predecir cuál será la población de tu país en los veinte próximos años, 
asumiendo que la tasa de crecimiento se mantendrá constante. Examina qué efectos a largo 
plazo sobre el crecimiento de la población tienen las variaciones en la tasa de crecimiento. 

6. Las sucesiones que se definen de forma recursiva pueden también expresarse de forma 
explícita. Un ejemplo es la famosa sucesión de Fibonacci. A continuación se muestra la 
complicada expresión explícita para el término n-ésimo de esta sucesión: 

[0 = 1
√5 \]

1 + √52 ^
0Y�

− ]1 − √52 ^
0Y�

_ 
Usa una tabla para determinar los primeros 12 términos de la sucesión para n = 0, 1, 2, …11. 
¿Puedes ver cómo se podría definir la sucesión recursivamente? 

Comprueba tus respuestas y busca más información en Internet sobre esta famosa sucesión. 
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Notas para los profesores 
 

Este módulo destaca las formas en que la ClassWiz puede apoyar a los estudiantes a entender las 
sucesiones y la forma como se relacionan con la importante idea de la recursividad.   
El módulo hace un amplio uso de la capacidad intrínseca recursiva de la calculadora, así como del 
modo Tabla.  El texto está pensado para ser leído por los estudiantes y les ayudará a ver cómo se 
puede utilizar la calculadora para examinar datos de varias maneras. Conviene que los estudiantes 
realicen los Ejercicios individualmente, a fin de adquirir destreza en el uso de la calculadora. En 
cuanto a las Actividades, es preferible que las realicen en parejas, de modo que puedan discutir sus 
ideas en clase y aprender los unos de los otros..  

 

Soluciones a los ejercicios 

1. 10, 13, 16,… [Usa 10=+3==] 2. 97, 87, 77, [Usa 97=p10==]   
3. 51,23 $ [Usa 32=O1.04==]   4. Usa 4=O3==  5. a) 3, 5, 7, 
9, 11    b) 6, 12, 24, 48, 96  c) 40, 20, 10, 5, 2,5  d) 3/2, 5/3, 7/4, 9/5, 11/6  6. T20 = 164   7. T10 = 
12.605  8. T10 = 31.027   9. a) 346  b) T36 = 402  10. a) T20 = 161 [Usa 9=+8==]                     
b) Usa f(x) = 9 + 8(x – 1)   c) La mayoría de la gente encuentra más sencilla la tabla. 11. 265 $. 

 

Actividades  

1. La calculadora permite a los estudiantes afrontar cuestiones relacionadas con sucesiones 
directamente en lugar de algebraicamente, pero pueden necesitar un poco de ayuda para describirlas 
usando la calculadora. [Respuestas: (a) Usa duna tabla con f(x) = 24 ÷ 3x para encontrar el término 
11º  b) Usa f(x) = 4,6 + 5,3x para ver que el 7º término es > 25  c) T36 = 607 

2. Los estudiantes pueden necesitar ayuda para ver los valores anuales para una progresión 
geométrica con razón 1,034. Anímalos a buscar información local en Internet. [Respuesta: 2016 el 
valor de la calculadora es 38,17 $]. 

3. Las aplicaciones que usan progresiones geométricas infinitas pueden aproximarse con la 
calculadora, que proporciona un buen sentido de la tasa de convergencia. En este caso, el tiempo 
para el rebote número x se puede representar como (2/3)x -1. Una buena aproximación a las sumas 
infinitas se proporciona tomando un gran número de términos. [Respuestas: a) 19/9 segundos   b) 
2,948 segundos    c) 3 segundos (esencialmente la suma a infinito). La tabla muestra que el 13º 
rebote dura menos de 1 /1000 segundos, de manera que la pelota, esencialmente, se ha parado.] 

4. Este es un problema desafiante, y los estudiantes pueden necesitar ayudada para ver que la 
sucesión no es ni una progresión aritmética ni una progresión geométrica. El método de la segunda 
diferencia puede servir de ayuda para mostrar que se trata de una sucesión cuadrática; también 
pueden experimentar con tablas para hallar la relación. [Respuestas: a) M = 2S2 - S + 1  b) 436] 

5. Esta es una actividad potencialmente interesante para estudiar el crecimiento de la población  en 
el propio país de los estudiantes. La información se puede encontrar fácilmente en la red, 
generalmente en oficinas estadísticas locales. Un recurso interesante es el sitio web World-O-Meter, 
http://www.worldometres.info/world-population/population-by-country/. Señala a los estudiantes 
que las proyecciones poco sofisticadas de los crecimientos de poblaciones son modelos rudos, 
especialmente cuando se asume que las tasas de crecimiento permanecen constantes. 

 

 



Barry Kissane  

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.  
120 

6. La sucesión de Fibonacci está ampliamente documentada en Internet y, generalmente, se describe 
de forma recursiva: empezando por 1, 1, cada término, a partir del tercero, resulta de sumar sus dos 
términos anteriores.  Esta calculadora permite generar los términos de la sucesión de Fibonacci de 
manera recursiva, para ello se debe hacer uso de la función (PreAns) QM conjuntamente con 
M. En esta actividad pero, se  facilita la fórmula del término general para que puedan generar los 
términos mediante una tabla.  Hay que tener especial cuidado en introducir la fórmula dentro de 
manera correcta, usando x para reemplazar n. En la página web de Ron Knott 
http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Fibonacci/fib.html se estudia la sucesión de 
Fibonacci ampliamente y se describe detalladamente en variados y ricos contextos prácticos. 
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