CASIO.

Introduccion a las matematicas con

ClassWiz

Barry Kissane

fx-82SP X |1 fx-350SP X |1
CLASSWIZ
Su p po rt Class room CASIO Worldwide Education Website
@TEChﬂObgy http://edu-casio.es

- | Reliable@Durable



PREFACIO

Durante més de 40 afios, la calculadora cientifiqggabado de ser un dispositivo computacional pargi€icos e ingenieros a
convertirse en una importante herramienta educatieaque comenzd como un instrumento para resotuestiones
numéricas ha evolucionado hasta convertirse enntorr® accesible, potente y flexible para estudmmnt profesores que
permite explorar una amplia gama de ideas y ral@sionateméticas.

Los significativos desarrollos de las calculadarae se han producido en los dltimos afios, juntoedaasesoramiento de
experimentados profesores, han culminado en lagmas calculadoras cientificas, la CASIO fx-82 SR Xla CASIO fx-
350 SP X Il, con sustanciales capacidades matersatieatadisticas, incluyendo la instalacion depotante tabla y el uso
generalizado de la visualizacién en notacién matieméatural. Los modelo€lassWizofrecen muchas oportunidades de
aprendizaje para los estudiantes de Secundariahjligaato.

Esta publicacion consta de una serie de médulosagudan a hacer el mejor uso de las oportunidades lp educacion
matematica que ofrecen estas calculadoras. El eafdg los médulos se basa en el uso d&ldasWizpara avanzar en la
comprension, por parte de los estudiantes, de txeptos y las relaciones matematicas, como pategral del
conocimiento matematico. Ademas de satisfacer lessidades de calculo de los estudiantes duraptiulgacion secundaria,

y més all3, l&ClassWiztambién puede utilizarse para darles apoyo erpsendizaje inicial de las nociones mateméticas; la
calculadora no es s6lo un dispositivo para lleveaitzo calculos una vez se han entendido las matasat

Las mateméticas que se tratan en los médulos abancamplio espectro, desde ideas iniciales salnmeeros y algebra hasta
el estudio de funciones, trigonometria, sucesiopashabilidad y estadistica. Espero que el lectmidh qué modulos se
adaptan a sus propésitos. Aunque el curriculo demdticas varia a lo largo de los diferentes patsegio en que las ideas
matematicas que se incluyen en los médulos seramtefes para los profesores de mateméticas yquar&studiantes mas
alla de las fronteras internacionales.

El texto esta pensado para ser leido tanto poegooés como por estudiantes, para entender comsas@na laClassWiz

con diversos aspectos de las matematicas, y tamhi@nayudarlos a utilizarla de manera eficientelaOmdodulo contiene un
conjunto deEjercicios centrados en las funcionalidades de la calcutadpie resultan de interés para las matematicas
asociadas al modulo en cuestién. Ademas, se ptioparcin conjunto déctividadesde exploracion para ilustrar algunas de
las formas en que se puede usar la calculadoreegpharar ideas matematicas. Espero que los pr&festesarrollaran otras
actividades de este tipo para adaptarse a susiadtsl Lad\Notas para los profesoresn cada médulo proporcionan las
soluciones de los ejercicios, asi como algunosejossobre el uso de las actividades en el aula.

Se proporciona, ademas, un conjuntdrdestigacionesnatematicas para ilustrar algunas de las formdaseque se puede
usar laClassWizpara dar apoyo a las modernas pedagogias, tates elcaprendizaje centrado en el alumno, para fteméen
discusion matematica y mejorar el pensamiento méttem Este conjunto de investigaciones pretendstrdr algunas
posibles formas productivas en las que los esttelignueden usar l@lassWizpara fines educativos. Cada investigacion se
relaciona con eLibro de Actividadesde un médulo. Se da permiso para la reproducce&resios materiales con fines
educativos.

El material de muchos de estos médulos se baseaemtedida en materiales desarrollados anterioermmtMarian Kemp y
yo mismo, pero contiene calculos mas sofisticadoseyisiones destinadas a aprovechar las muchastedsticas
innovadoras incluidas en lalassWizque son especialmente relevantes para estudigivimses. Agradezco a CASIO su
apoyo en el desarrollo de estos materiales, y &prex particular, la asistencia del Sr. Yoshind $re Kimura durante todo
el proceso de desarrollo.

Espero que los usuarios de estos materiales dinfritabajando con la calculadora tanto como herutdigfo yo
desarrolldndolos y deseo tanto a profesores coegiugiantes un compromiso productivo con las mateasdmediante el
uso de leClassWiz

Barry Kissane
Murdoch University
Western Australia
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Médulo 1: Introduccién a la ClassWiz

Modulo 1
Introduccion ala ClassWiz

Las calculadoras CASIO x-82 SP X Il y CASIO x-35® X Il ClassWizdisponen de muchas
capacidades aptas para el aprendizaje y la pralgitas matematicas. En este mddulo, se explicaran
e ilustraran las principales funciones de las ¢atiaras, para ayudarte a convertirte en un usuario
eficiente.

Introduccion y edicion de comandos

Empezaremos con algunos célculos. Después de maesioteclalon), pulsaMeny (1] para acceder al
modo Calcular. La pantalla aparecera en blanco y lista parazegalos célculos, tal y como se
muestra en la siguiente pantalla:

Vor [

Conviene tener siempre presente cual es la coaftgur de la calculadora durante su uso. Observa
los dos pequefios simbolos que aparecen en ladupeaior de la pantalla, incluso antes de haber
introducido ningun calculo. EI simbolo D indica daecalculadora asume que los angulos se miden
en grados sexagesimales. El otro simbolo indicdajuoalculadora ha sido configurada para admitir

y mostrar los célculos en la notacibn matematidarab(que en la calculadora se describe como
modoMatematic.

A continuacion, explicaremos como cambiar la canBgion de tu calculadora. Si la pantalla
muestra simbolos diferentes a los que se muestrda pantalla superior, conviene que, antes de
nada, resetees tu calculadora. Teffem (9] (RESET) y sigue las instrucciones pémiializar
todo, pulsando(3], como se muestra a continuacion:

{Reinicializar? Reinicializ ¢0OK? | iReinicializado!
l:Ajustar datos Iniciar todo Iniciar todo
2:Memoria [=1] 'S5

3:lniciar todo [AC] :Cancelar Pulse tecla [AC]

Los célculos se pueden introducir directamenteagiigla en una linea de comando. Para completar
los célculos, usa la tec[&]. A continuacién se muestran dos ejemplos:

Iy

7x11X13X67

" &

AL
—1.2%x-4.5
27
67067 5

Observa que en el segundo caso el resultado seérmaadorma de fraccion. Puedes pasarlo a forma
decimal, si lo deseas, presionando la t§efh (Standard to Deciml Otra alternativa consiste en
pulsar [(sF] seguido d€=], lo que proporcionara una aproximacion decimaliahero de manera
inmediata (como indica el simbok que se encuentra sobre la te@&). Observa que no se
muestran cifras decimales innecesarias: el resudpdrece como 5,4 y no como 5,40, como sucede
algunas veces al usar métodos de calculo manuales.

Introduccién a las matematicas con ClassWiz
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Vo [
—1.2%x—-4.5

5.4

Para introducir nimeros negativos hay que pulsteda (), tal y como se muestra en la pantalla
superior, ya que la teclas) se reserva para la resta. Fijate bien en la sigupantalla y observa que
el signo de la resta es mas largo que el signainega

Vo [ &

b= 2

7

Las instrucciones que son demasiado largas coma eaber en la pantalla siguen siendo
perfectamente validas, como se muestra en lasesigsi pantallas, en las que se han introducido los
doce primeros numeros naturales ordenados.

vz @ Y Ve [ a
+- 2+ 3+ 4+5+6+7+8+9 ++7+8+9+10+11+12

Como puedes observar, cuando la longitud de unuatsdon es mayor que la longitud de la propia
pantalla, se muestran automaticamente flechas. eSesitas comprobar o editar lo que has
introducido en pantalla, puedes moverte hacia telgratras con las tecla@® y @ del cursor.
Observa que si pulsa® cuando el cursor esta en el extremo derecho garltlla, este salta al
extremo izquierdo; analogamente, si presionas da t& cuando el cursor esta en el extremo
izquierdo, este salta al extremo derecho. P@@aen cualquier caso, para calcular el resultada de
operacion.

VO [ N
1+2+3+4+5+6+7+8+(

78

Como se muestra en la pantalla superior, no essagcedevolver el cursor al final de la pantalla
antes de presionar la tedg). Observa que sélo se muestra la primera parteotiehndo, aunque la
flecha clara indica que queda mas por ver.

Si cometes un error al introducir una instruccigmede borrarla por completo con la teclafad y
empezar de nuevo, o puedes editarla utilizandedta QEJ. Coloca el cursor a la derecha del
caracter que desees borrar y puiigh A continuacion, introduce por teclado el caragiee deseas
gue sustituya al caracter que has borrado.

o7 B
1+24+8+4+5

Para insertar caracteres en una cadena de casaateleca el cursor en la posicion que desees y
teclea la secuenciftF) PEJ (INS), aunque en general no es necesario utiligéa eombinacion.
También existe un comando DESHACER que te perneishakter la Gltima operacion. Para acceder
a dicho comando pul<ar) (UNDO).

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.



Médulo 1: Introduccién a la ClassWiz

Prueba los comandos anteriores por ti mismo intnedao la orden que se muestra en la figura
superior y editandola, posteriormente, para reemaplal 8 por un 3 antes de pulé=i.

Comandos matematicos

La calculadora dispone de muchas funciones espedipgle seran exploradas con cierto detalle en
modulos posteriores, por lo que, a continuaciémesdiza solo una breve descripcion de algunos
comandos que se introducen por teclado.

Cuando la calculadora estd configurada en méshdrada matematica por lo general, las
instrucciones se escriben en la forma en que sbieEn manualmente, ya que la calculadora utiliza
la visualizacion natural. En algunos casos, lo prongque hay que introducir es el comando, mientras
gue en otros casos, el comando se introduce dedplésmero que corresponda. En los siguientes
tres ejemplos, se introducen los comarmagsque el numero.

Yo [ A

{5 sin{52)

-

77 E
|3-9l

2. 236067977 0. 7880107536 6

La tecla que corresponde a la raiz cuadf@lase analiza con mas detalle en el siguiente médulo.
Recuerda que en un ejemplo anterior se utilizéohalkinacion de teclafhFr (=) para obtener una
aproximacion numérica decimal de un nimero racional

Observa que la instruccioge) se ha completado con un paréntesis. Aunque encasteno es

estrictamente necesario cerrarlo, ya que la calowadeterminara el seno igualmente, conviene
acostumbrarse a cerrar los paréntesis, mas queedaji calculadora que lo haga por ti. Como la
calculadora esta configurada en grados sexagesijreleomando proporciona una aproximacion
del seno de 52°. Esta y otras funciones trigonacaétse analizaran con mas detalle en el MAdulo 4.

La instruccion valor absoluto se introduce pulsaladmombinacior{sir [Simg) (Abs) e introduciendo
después la expresion 3 — 9. El ejemplo anteriorstnaigue la distancia entre el 3y el 9 es 6, sin
considerar la direccion o el signo de la resta.

A continuacion, se muestran tres ejemplos en los gucomando se usdespuésde haber
introducido el numero:

Yo [ A Yo [ A Yo [ A

1237 137 121

15129 352275361 479001600

Al presionar la tecldx3, después de introducir un nimero, se obtiene adrado. En el ejemplo
mostrado anteriormente, 123123 = 15 129. La mayoria de las potencias requiereso de la tecla
(27, como se muestra al calcular la cuarta potencia3fe Las matematicas asociadas con estas
teclas se analizan con mas detalle en el sigureatkilo.

El comando factoriak! se necesita para calcular el factorial de 12,aqude 12« 11 x 10x ... x 1.

Este es el numero de formas diferentes en las sdepualinear doce cosas: 479 001 600. Las
matematicas asociadas con los factoriales son tamges en los calculos probabilisticos, por lo que
se analizaran en detalle en el Modulo 8, dedicatioRrobabilidad. Para insertar el comando, hay

que tecleafstr) (x).

Introduccién a las matematicas con ClassWiz
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Algunos comandos matematicos requieren la intrddoate mas de un nimero. En general, cuando
se utiliza el modo de visualizacion natural, losmandos se deben introducir en la calculadora de la
misma manera como se escribirian a mano.

A continuacion se muestran tres ejemplos paradeshace falta mas de una entrada:

Vo [ &

26
40

] ]
log,(32) 52C5

13
20 5

2598960

El primer ejemplo muestra la introduccion por tdolae una fraccion. Puedes presionar la tg8)a
primero e introducir después el numerador y el denador, usando las teclg® y@ del cursor,

0 puedes introducir 26 y después pulsar la t€8h El uso de fracciones se analizard con mas
detalles en el Mdédulo 2. Fijate que los nimerogasifm-= ) pueden introducirse cdsiF) ().

El segundo ejemplo muestra el uso de la calculapara hallar el logaritmo en base 2 de 32: que
corresponde a la potencia de 2 que se requiere gidesmer 32. Pulsa primero la tedal] e
introduce después 2 y 32, como se muestra endeafigsando las tecla® y @ para desplazarte.
La idea matematica que hay detras de los logarise@xplora con mas detalle en el Modulo 5.

El tercer ejemplo muestra el nimero de combinasialee52 objetos tomados de cinco en cinco, lo
gue en matematicas se representa mediante 52CBieja manera de introducir este comando

consiste en entrar primero el nimero 52 y utilidaspués el comando nCr, al que se accede
mediante(swi) (=) . Finalmente se introduce el nimero 5. El resoltath este caso, muestra que en

una baraja completa de 52 cartas existen 2 598186s diferentes de cinco cartas. Calculos de
este tipo se discuten con mas detalle en el M&lulo

Al utilizar comandos matematicos, a menudo es @eicessar la tecla® del cursor para salir de
un comando antes de continuar escribiendo. El cypesananecera en el mismo comando hasta que
se mueva fuera de él. Para ilustrar esta ideajiastuidadosamente las siguientes dos pantallas:

] ry 7 E
YO+16 {9 +{16
5 7

En el primer caso, después de pulga), introducimos(9] (] (1] (6] y seguidamente presionamos
(=]. El cursor se mantiene dentro del signo de la caémrada. En el segundo caso, después de
entrar (va) (8], presionamos® para mover el cursor fuera de la raiz cuadradagyidamente
introducimos(#) (va) (1] (6] para completar el comando. Finalmente, se pre{®}@ara obtener

el resultado. Pruébalo por ti mismo para ver conmzibna.

A continuacion se muestra otro ejemplo basado eridma idea, pero en este caso usando
fracciones:

2

2

3

Vo [

+4

1

7 3

En la segunda pantalla se ha us@opara salir de la fracciéon antes de afadir el 4.

Por supuesto, siempre es posible utilizar paréntpara aclarar significados en una expresion
matematica, pero no siempre es necesario. Por kjeerplas tres pantallas siguientes, los paréntesi

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.



Médulo 1: Introduccién a la ClassWiz

son necesarios en el primer caso, pero no en ehdegcomo se observa en la tercera pantalla, en la
gue la expresion matematica resulta mas clara.

'Y

o [
(3+5)°

¥o [
137 +4°

512 5 5

o [
{(3)24 (1)

Conviene desarrollar experiencia en la introducailin expresiones sin paréntesis, cuando sea
posible, ya que lleva méas tiempo introducir exgmess con paréntesis.

Recuperacion de comandos

Quizd hayas reparado en una pequefia flecha hadim ajue aparece en la pantalla de tu
calculadora, a la derecha. Esta flecha indica quedes usar la tecla de navegaci@ para
recuperar los comandos de una lista de comand@ndOuestés en la parte superior de la lista, la
flecha apuntara hacia abajo. Cuando estés enparta superior e inferior de la lista de comandos
recientes, se mostrara tanto una flecha haciaaacolno una hacia abajo, para indicar que se pueden
recuperar comandos en cualquier direccion. A caation se muestran estas tres posibilidades:

Vi

T 0 v ) o)
TX11X13%X67 -1.2%x-4.5 1+2+3+4+5

27
67067 5 15

Si desplazas el cursor para mostrar un comandoi@nteuedes volver a introducirlo presionando
(=), o puedes editarlo primero utilizando las te@@s®,DE] y presionando después]. Esta es
una buena manera de llevar a cabo varios calcutukes sucesivamente, sin tener que introducir
los comandos completos cada vez.

Existe un enfoque alin més sencillo para editar slbdmmando mas reciente. Solamente tienes que
presionar®@® y luego editar el comando directamente. Por ejemalsiguiente pantalla muestra una
estimacion de casi 113 millones para la poblac®Ffitipinas en el afio 2020 (que ascendia a 92 337
852, segun el censo del afio 2010), con una tasaedeniento de la poblacién del 2 % anual.
Observa que una tasa de crecimiento del 2 % seeadcular multiplicando por 1,02.

Vvor [ n
92337852x1. 02!l

112559326. 3

La manera mas sencilla de obtener una estimacidosd@timos afios, asumiendo que la tasa anual
de crecimiento de la poblacién se mantiene, cansst presionak€®, editar el comando para
cambiar el exponente de 10 por el nimero que qgmnel y finalmente presiond=]. Las
siguientes pantallas muestran los resultados parafios 2030 y 2040.

o [ I Ve [ n
92337852x1. 02 92337852x1. 02
137209190. 7 167257237. 9

La alta tasa de crecimiento de las Filipinas eafiel 2010 dara lugar a una poblacion de mas de 167
millones en el afio 2040. EI mismo proceso de cdlpabdria utilizarse para predecir la poblacién si
se asume que la tasa de crecimiento se reducecdnasnte del 2 % al 1 %, como se muestra a
continuacion, donde se ha editado tanto el nUmem@ids como la tasa de crecimiento.
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vor @ o
92337852x1. 011"

101998434. 3

Como puedes observar, la poblacion de Filipinasl eio 2020 se estima en casi 102 millones si la
tasa de crecimiento se reduce un 1%, esto repeesaatcifra inferior en 10 millones a la prevista
para una tasa de crecimiento del 2 %. Se puedkrargaredicciones sucesivas de este tipo de forma
eficiente sin necesidad de introducir expresioaggals y complicadas mas de una vez.

La lista de comandos se borrara cuando apaguealdaladdora o cambies de modo (como se
describe mas adelante), pero no se borrara cuandespla teclgag), por lo que es aconsejable
mantener la calculadora en el mismo modo cuandascgee es probable que necesites realizar
algunos calculos del mismo tipo repetidamente.

Notacioén cientifica y de ingenieria

Cuando los numeros se vuelven demasiado grandesnasihdo pequefios como para caber en la
pantalla, se escriben automaticament@@sacion cientificaque consiste en un nimero entre el 1y
el 10 y una potencia de 10. La forma precisa enegte ocurre depende del formato del nimero
decimal, lo que se describe mas adelante en estaannodulo. Las siguientes pantallas muestran
dos potencias de 2 que requieren de la notacidiifida para ser expresadas.

Yo [ &

Vo @ A
24|:| 2'30

1. 099511628x012 9. 313225746xw 19

El valor exacto del primer resultado es 1 099 527 B/6, que no cabe en la pantalla, por lo que se
ha realizado una aproximacion usando la notaciéntifica. Observa que el ultimo digito se ha
redondeado hacia arriba. Del mismo modo, el seguedoltado es la aproximacion del niumero
0,000000000931322574615479 ... para que quepantallpa

Se pueden introducir nimeros en la calculadoratdineente usando la notacion cientifica. Empieza
por introducir un nimero entre el 1 y el 10, puésteclafx0 e introduce después la potencia de 10
correspondiente. Por ejemplo, la distancia medidéerra al Sol es de 1,495978873.0°km, lo

gue puede introducirse en notacion cientifica, cemmuestra en la siguiente pantalla:

¥ [ Iy
1. 495978875 =108

149597887. 5

Observa que el exponente 8 no aparece en pantaia an superindice, si bien la calculadora lo
interpreta como una potencia. En el modo actuah par visualizacion de los resultados, la
calculadora no considera que el niumero sea loisnofeanente grande como para expresarlo en
notacion cientifica, por lo que se representa camonumero, que indica que el Sol esta, de
promedio, a 149 597 887,5 km de la Tierra - untad@a media de casi 150 millones de kilometros.

La notacion cientifica requiere que el primer nlomesté entre el 1 y el 10. Si introduces un nimero
en notacion cientifica de forma incorrecta usard@dtlaxio¥) (es decir, si introduces un nimero que
no esta entre 1 y 10), la calculadora represemiam@&ctamente dicho nUmero, como muestran las
siguientes pantallas.
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& Vo [

Yo [
123 %1040 0.00143x10-24

1.23x10%2 1. 43 %27

La notacion de ingenieri@s una manera diferente de interpretar los ninmartgsgrandes y muy
pequefios. Consiste en usar la notacion cientificapotencias de 10 que sean multiplos de 3. Esta
notacion resulta conveniente en muchas aplicaciprégicas que implican mediciones, ya que las
unidades a menudo tienen diferentes nombres sexam las potencias de 10. Por ejemplo, una
distancia de 56 789 m se puede interpretar comp896km o como 56 789 000 mm, como se
muestra en las siguiente pantallas, donde se Bagmikucesivamente la te@a).

F Y F Y

77 1 77 1 77 1
56789 56789 56789

56789 56. 789x1e? 56789000x.¢3

El nimero en si no se ve modificado durante esteegp, pero si lo hace su representacion, para que
su interpretacion sea mas sencilla. Observa tandpiénlas conversiones pueden realizarse en el
sentido inverso usando las teclas) [Eng («=).

Modos de la calculadora

Hasta ahora, hemos utilizado la calculadora sala paalizar célculos. Sin embargo, puede utilizarse
para explorar muchos otros aspectos de las mat&awaa los que se accede desde varios modos.
Para ver las diferentes opciones, pigg; obtendras la pantalla que se muestra a contitaen

la que se observan los cuatro modos, comenzandelpmodo Calcular, que es el que hemos
utilizando hasta ahora.

B b 4 F

1:Calcular

Puedes mover el cursor para resaltar diferenteosnpgulsar la tecldS) para acceder al modo
resaltado. Las siguientes pantallas muestran tog®smmas, con sus iconos descriptivos.

32 TP B g 2 | 32 g Uit GEEIP 28 o 3 g Uih o 1 TR

2:Estadistica 3:Tabla 4:Verificar

Para acceder cualquiera de estos modos hay quarplal teclaMen] seguido del namero
correspondiente. Se exploraran todos los modogafarlidad en modulos posteriores. Por ahora,
basta con una breve descripcion de los otros togtm

Modo 2: El modoEstadisticase utiliza tanto para calculos con una variabla@para calculos con
dos variables. Dichos calculos se tratan en loswtidulos dedicados a ambas estadisticas (modulos
6 y 7, respectivamente). En este modo, puederzaesdi diversos calculos estadisticos y explorar
una variedad de modelos bivariantes.

Modo 3:El modoTablase utiliza para construir tablas de valores deitures, cosa que resulta muy
atil en muchas aplicaciones, tales como el dibejgmdficas y la resolucion de ecuaciones.
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En general, suele quedar claro en qué modo se mraua calculadora durante su actividad. Si no
fuera asfi, siempre puedes pulsar la tfelig (dos veces) para mostrar/ocultar el nombre delonod
En el modo Estadistica, el modo se visualiza cusel@ulsa la teclfac), como se muestra a
continuacion:

o o) 78 n

v (8)
2.828427125 /8

Estadistica
1-Variable 242

Por lo general, cuando tu proposito sea realizeula®s, conviene que utilices el mo@alcular.
Aunqgue los célculos pueden realizarse en otros maunsiempre dispondras de los beneficios que
aporta la visualizaciébn en notacion natural, taloyno se muestra en la segunda de las pantallas
superiores, que corresponde al maétkiadistica En este modulo introductorio, te sugerimos que
mantengas tu calculadora en el mad@alcular. Observa que la memoria de la pantalla de la
calculadora se borra cuando cambias de modo.

Comandos OPTN

La tecla[0PTy ofrece un mend con opciones adicionales que semamieles para cada modo y que no
estan disponibles directamente en el teclado. Ronpo, en el modo d€alcular, y en el modo
Tabla proporcionan acceso a las funciones hiperbolicasog simbolos para las diferentes unidades
angulares, como se muestra a continuacion:

1:F. Hiperbélicas|| 1:sinh 2:c35h ]2 :r
2:Unidad angular 3:tanh 4:5inht 3:8
5:cosh?! 6B:tanh?!

De forma similar, en el modBstadistica la tecla(0PIN proporciona acceso a diversas estadisticas
numeéricas. Exploraremos las capacidades particutbreestos comandos en posteriores moédulos, a
medida que sean relevantes.

Configuracion

Te sugerimos que vuelvas a colocar tu calculadoralemodoCalcular, pulsandofMen) (1J. La
calculadora se puede configurar de varias manenasyalquiera de sus modos de trabajo, mediante
el acceso a CONFIG (a través @) Meng). Al proceder de este modo, observaras que aparece
varias pantallas en el menu CONFIG, con la cornedignte barra de desplazamiento, situada a la
derecha de la pantalla. Puedes desplazarte emtt@lpa utilizando las tecla® y @ del cursor y
seleccionando después una pantalla de ajustesgamed el namero que corresponda. A
continuacion, se muestran las tres primeras pastall

l:Entrada/Salida ||1:Estadistica 1:5imbolo decimal
2:Unidad angular ||[2:Tabla 2:5eparar digitos
S:Formato numero [|3:Dec peridadico 3:Fuente multilin
4:Result fraccidon||d:Simplificar 4:]dioma

Entrada/salida

Pulsa(1] para ver las cuatro opciones disponibles. La flarde la calculadora se puede configurar
para entrada en formato de visualizacion natuvidtématica o en formato de una sola linea
(Lined, pulsando la tecla que contenga el nimero aswciad
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1:E Mat/5 Mat

2'E Mat/S Decimal
3:E Linea/S Linea
4:E Linea/S Decim

Los formatos de entrada matematiBaMat) permiten introducir diversas expresiones materasti
en la forma convencional; por lo general convietikzar estos formatos de entrada. Los formatos
de entrada en line& (Lineg dificultan la introduccion de datos, ya que seitin a una sola linea.
Por ejemplo, las dos pantallas siguientes muesdéramisma informacion, la primera muestra una
suma de fracciones en el formato matematico ydars#a en el formato en linea. Ademas de tener
diferentes apariencias, aunque se usa la misma pech introducir las fracciones, es mas dificil
introducir las fracciones en el formato en linea, gue los nimeros necesitan introducirse en
exactamente el mismo orden en el que se escril@mowse hace a mano.

¥ [ i o] i
g+§ 213+3.4
T 17112
ik
1

En el formato de salida en lined (ined, generalmente no apareceran resultados exactos y
simbolos tendran una apariencia un poco diferars@ se comprueba en las dos pantallas de las
figuras superiores).

A veces, los usuarios prefieren que los resultatb$os calculos aparezcan representados como
aproximaciones decimales mas que como numerososx@misa que se puede conseguir tecleando
(=) o la teclafsen). Si t también prefieres que los resultados aparede este modo, deberes
escoger el formato de salida decimal para los tedos & Decima). Para ilustrar lo que se acaba de
decir, a continuacién se muestran dos pantallagkorsmo célculo en format@& Mat/S Decimay

E linea/ S Decimalrespectivamente. En este caso, cada formato g | una aproximacion
decimal del resultado fraccionario exacto.

¥ [ i o] &
g_'_g 2.13+3.4
34 1. 416666667

1. 416666667

Para ilustrar aun mas las diferencias entre losndtos deEntrada/Salida se muestran, a
continuacion, tres pantallas. Las dos primerasestaformato de entrada matematigaat), pero
mientras la primera muestra el resultado como umend exacto, con la salida mateméatigaMa),

la segunda muestra un namero aproximado, con idasdecimal $ Decima). La tecla(s# te
permitird pasar de una a otra representacion. ricarte pantalla se encuentra en formatbinea/S
Lineg sin embargo, en este caso, el uso de la @glao expresara el niimero en una representacion
exacta.

Vo [ I Vo [ I

412 412 'J{IE}?

'Y

3.464101615

2¢3 3. 464101615

Te sugerimos que experimentes con estos formatasapaptarlos a sus necesidades y para entender
las diferencias entre ellos, aunque te sugerimas apsi siempre utilices el modo de entrada
matematica
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Unidades angulares

La calculadora acepta los angulos en grados serages, radianes o grados centesimales; la
eleccion que se haya hecho en CONFIG se muespardgalla con un pequefio simbolo: D, R o G.
Discutiremos las diferencias entre estas unidadgslares y sus usos respectivos en el Médulo 4.
Tus elecciones, sin embargo, pueden sobrescrigirsa practica durante cualquier célculo, como se
explicard en el Médulo 4. La mayoria de los ussadejan su calculadora en grados sexagesimales
cuando se ocupan, en general, de problemas pmgtitao configuran en radianes si se ocupan de
problemas tedricos. Te sugerimos que dejes de ntorepalculadora en grados sexagesimales.

Formato de nimero

Existen algunas opciones con respecto a la formguense muestran por pantalla los numeros
decimales. Puedes seleccioridjar decimales (1)para especificar el mismo numero de cifras
decimales para todos los resultados, seleccionaotkcion cientificaNot cientifica(2) o elegir la
notacion normalNormal (3). A veces, fijar el nimero de decimal€#} o seleccionar la notacion
cientifica Sci puede resultar muy util (por ejemplo, para asaggue todos los resultados se dan de
manera similar, especialmente cuando los resultsglos/alores monetarios), pero creemos que por
lo general es mejor elegir los formatos decimalesnales, permitiendo, asi, que la calculadora
muestre tantas cifras decimales como convenga.

Cuando se elig&lormal se dispone de dos opciones, llamaNasmal 1y Normal 2 Las dos
opciones son practicamente iguales, excepto pbe@&io queNormal 1expresa de forma rutinaria
los nimeros muy pequefios en notacion cientificaagidlormal 2 Por ejemplo, las dos dltimas
pantallas de la figura inferior muestran el misratrglo después de selecciomarmal 1y Normal

2, respectivamente, y us@rt (=) para forzar un resultado decimal.

L M 7o A M vor A
1:Fijar decimales ||7+800 T-800
2:Not cientifica
3:Normal
Normal :Selec 1~2 8. 75xi53 0. 00875

Sugerimos el uso ddormal 2 pero puedes decir por ti mismo que formato seleec, ya que es
esta una cuestion de preferencias personales aubiéta depende del tipo de calculos que
generalmente desees completar. A continuacion, isstna el mismo namero con sus decimales
representados de las tres mandfas:Sciy Norm,respectivamente:

FIx

'Y

SC

'Y

]
134=5

26. 80000

]
134=5

2. 6800x 0!

]
134=5

26. 8

Observa gue tantbix comoSciaparecen en la parte superior de la pantalla cusedeleccionan
dichos formatos. Cuando selecciorf@g, necesitaras también seleccionar el nimero deascifr
decimales que se mostraran (en la primera pandallda figura superior se muestran 5 cifras
decimales). Cuando selecciorgxs tendras que seleccionar también el nimero dedigue han de
mostrarse (en la segunda pantalla de la figurargupge muestran 5 digitos, por eso se muestran
cuatro cifras decimales y una cifra a la izquietdbpunto decimal).

Resultado de fraccion

El mend CONFIG ofrece la posibilidad de elegir emtos maneras distintas de expresar el resultado
de una operacion con fracciones: como un numerdonfixssandol: ab/g o como una fraccion
impropia (usand@: d/c).

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
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l:ab/c
2:dfc

Como se vera en el siguiente modulo, los resultpdeslen pasarse facilmente de una a otra forma
pulsando la teclé2-2) (a la que se accede mediaf#a] s+)), por lo que la opcién que se elija para
el resultado de la fraccion en la pantalla de C@NRbd es realmente importante. Para ilustrar los
efectos de las elecciones, en las pantallas imésrise muestra el mismo calculo en cada uno de los
formatos descritos.

92 g=2

8 4
2 13

Simbolo decimal

En la tercera pantalla del meni CONFIG puedes @elear la opciorSimbolo decimagbara elegir si
guieres que la coma decimal se represente mediarpento o mediante una coma. Elige la opcion
gue sea mas apropiada en tu pais. A continuacigrusstran las dos opciones.
¥ [ e ¥ [ &

9-+-2 92

4.5 4,5

Separador de digitos

Se trata de una opcion del mend CONFIG que saedi¢a visualizacion de numeros grandes. Si se
selecciona la opcié®eparar digitoslos numeros se separan cada tres digitos pospecie. A
mucha gente le resulta mas facil leer nimeros @aadscriben de este modo, y nosotros usaremos
con frecuencia este sistema durante el modulo.pkiaseras dos pantallas de la siguiente figura
muestran ejemplos con y sin la seleccion de esizEdn. La tercera ventana muestra como funciona
la separacion de digitos en el caso de numerogigganque no son enteros; observa que solo los
digitos a la izquierda del punto decimal estan papios.

[5] ¥ [ e ¥ [ e ¥ [ e

233 233 327 11

8 589 934 592 8589934592 3 502. 775005

ClassWizutiliza un espacio, en lugar de un punto o unaa;grara separar los digitos, con el fin de
evitar cualquier confusion con varios sistemas mgog nacionales, que utilizan estos dos simbolos
para representar los nimeros decimales.

Contraste

Puedes seleccion@ontrastepara ajustar el contraste de la pantalla y ajleséatus condiciones de
iluminacion.

Contraste

Claro Oscuro
[«] [»]

Introduccién a las matematicas con ClassWiz
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Mantén pulsadas, o pulsa repetidamente, las tédlae ® del cursor hasta que el contraste sea el
adecuado. En general, es mejor dejar el contrasteinepunto medio entre demasiada luz y
demasiada oscuridad, aunque esto es también uieagnica personal.

Memorias

Los resultados de los calculos se pueden almaeenks memorias, para ser recuperados después.
Esto resulta muy conveniente a la hora de recupkatrs que deseas usar varias veces 0 para
almacenar resultados intermedios. Se dispone dé¢iixs de memorias: las variables de memoria
(designadas con letras, de la A a la F, asi comx ey) y la memoria independiente (designada con
M).

Para almacenar en una variable de memoria unadsulfue se muestra en pantalla, presiona la tecla
(store “almacenar”). Este procedimiento es aplicablesarilimeros introducidos por pantalla y
a los resultados de los calculos que se hayarzadali Observa que la pantalla de la calculadora
muestra, entonces, un simbolo para indicar quealor $e almacena en memoria. Seguidamente,
pulsa la tecla que corresponde a la variable deananen la que quieres almacenar el dato. La
variable aparece en letras rojas, en el tecladedas teclas correspondiente. Por ejemplo, la tec
gue corresponde a B y la que correspondexaes 0]. Observa que existe una tecla especial
parax en la parte superior derecha de la calculadoadtecla usa la misma memoria que la
variablex situada sobre la tecl@]. Las pantallas representadas en la siguienteafigurestran el
proceso por el cual se almacena el valor 7 en lmaria B. Ten en cuenta que a la hora de
almacenar datos en memoria no se usa [i# ni la tecla=).

+H 4T @ Vo [ &

7 7B

7

Ahora puedes considerar B como una variable, covalor actual igual a 7. Para recuperar el valor
actual de una variable, pulsa la teftl#) seguida de la tecla sobre la que se encuentaikble en
cuestion. No es necesario usar la tdel@ si se utiliza la variable: en este caso basta con utilizar
(x]. Las variables de memoria se utilizan en la calaradie la misma manera que en algebra,
como se muestra a continuacion, despueés de almagleraor 8 en la variable A.

¥ @ N ¥ @ N ¥ @ N

A+B¢ 3A°B 2A
B
16
57 1344 7

Si deseas cambiar el valor de una variable, tignesalmacenar un numero diferente, ya que todo
almacenamiento en memoria reemplaza a cualquiesr vakistente previamente. Apagar la
calculadora o cambiarla de modo no elimina losexmdbs de las memorias.

Puedes eliminar los datos almacenados en las lesidb memoria medianfart (2], aunque no es
necesario hacerlo, ya que al almacenar un numeate, sustituye al nimero almacenado con
anterioridad.

La memoria independiente (M) funciona de un modgramente diferente a las variables de

memoria, aunque también puedes usarla como unableuwde memoria si lo deseas. La diferencia

principal entre los dos tipos de memorias consiésteque puedes sumar o0 restar numeros a la
memoria, usand@r o (M-), respectivamente.

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
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Las primeras dos pantallas que se muestran a ganidnm muestran cOmo puede usarse M para
almacenar (2 + 3) + (¥ 8), mientras que la tercera pantalla muestraselltado de recuperar el
valor almacenado en M.

Wi d
2+3M+

-

5

W ol
TXEM+

56

M

M

Yo [

61

No es necesario pulsar la tedg) en ninguno de los pasos anteriores, excepto patperar el
valor de M. Ten en cuenta que siempre que M coatenghumero distinto de cero, aparecera una M
indicativa de esta situacion en la parte superoladpantalla. La manera mas sencilla de borrar el
contenido de M es almacenar un cero en memd@oH(sfo (), como se muestra en la siguiente
figura. Conviene que borres la memoria antes aéainiina nueva serie de adiciones a M.

Vo [ Y

0-M

0

Si utilizas las memorias con regularidad, puede dificil recordar qué valores han sido
almacenados. El comando RECALL, al que se accedkante [sHF]) (s, muestra en pantalla y de
una sola vez las 9 memorias.

A=8 B=7
C=0 D=0
E=0 F=0
M=0 =13
=0

Una memoria de la calculadora muy Utiljeg, que recupera el resultado del calculo mas rezient
Por ejemplo, la pantalla siguiente muestra el ¢al¢ul x 18,3. Cuando se introduce, a continuacion,
(5) (.J[@J (=), la calculadora asume que el valor 5,1 se afiadsaltado anterior, que se
designa coméns ya que no hay un ningan namero antes del sigifansno fue introducida por el
usuario.)

o [ ¥o# [d
¥.4%18.3 Ans+5.1

135. 42 140. 52

Cuando un resultado previo no se va a usar innsdeaite, a diferencia del caso anterior, la
memoria Ans se puede recuperar @agh, como se muestra en las siguientes pantallagisequle se
determina el resultado de 265 — (%*418,3) después de calcular, primeramente, el \gler se
encuentra entre paréntesis:

77 | 7 1
7.4%18. 3 265-Ans

135. 42 129. 58

Utilizaremos la tecldang extensamente en el Médulo 9, donde se utiliza éslpsente.

Introduccién a las matematicas con ClassWiz
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Reiniciacion de la calculadora

Por altimo, si bien no es necesario reiniciar lgwadora antes de su uso, es la manera mas sencill
y eficaz de recuperar simultdneamente todos |lastegupredeterminados. Después de encender la
calculadora con la tecl@n), presiongstr] (8] para que se muestre el menlt RESET, que aparece en
la primera pantalla de la figura que se muesti@néirmuacion.

vo” H
sReinicializar? Reinicializ &0K?
l:Ajustar datos Iniciar todo
2:Memoria [=1] 51
3:Iniciar todo LAC] :Cancelar

Presiona(3] para selecciondniciar Todoy, seguidamente, presiona la te@d para completar el
proceso. La segunda pantalla de la figura supemiogstra el mensaje que resulta, mientras que la
tercera ventana muestra que la configuracién pctteconlleva el formato de entrada matematica,
asi como los grados sexagesimales para la unidaded@éa de los angulos. La tercera ventana
muestra también que todos los comandos previos ase perdido, asi como cualquier dato
almacenado en la calculadora.

Como muestra la pantalla de arriba, puedes optdogroar solo los ajustes de datos o las memorias,
si asi lo deseas.

Muchos usuarios no necesitan reiniciar nunca stulzadora, por lo que no tienes por qué sentir que
debes hacerlo.

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
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Modulo 1: Introduccion a la ClassWiz
Ejercicios
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudar desarrollar tus habilidades con la calculadora

Usa la calculadora para hallar 73 + 74 + 75 + 760 + 78. Deberias obtener un resultado de
1137. Edita el comando anterior, cambiando 7607ppy comprueba que la suma resultante es
ahora 453.

Expresa la raiz cuadrada de 32 como un numeroceyacmo un numero decimal.

Halla cos 52

La hipotenusa de un triangulo rectangulo con catétoy 11 puede hallarse calculando
V72 + 112. Expresa esta longitud como nimero decimal.

Usa la calculadora para evaluar el resultadéfd%. Expresa el resultado como nombre
mixto.

Determina 10 potencias mas a partir de la séptotenpia de 17.

Halla log81.

Cuando cada una de lagersonas que ocupan una habitacion estrecha sucoarel resto, se
producennC2 apretones de manos. ¢Cuantos apretones se péadeairuna habitacién en la
gue hay un profesor y 38 alumnos?

Evalta 38!, que coincide con el numero de difeerdelenaciones en las que se pueden
disponer alineados los alumnos de la actividadriante

Halla el valor absoluto de 3,4 — 7,81, que se s&m&a en notacion matematica usual como
13,4 — 7,81] .

Usa la calculadora para evalué@ +3 con tres cifras decimales.

Evalua(w/4,12 n 5,32)5.

Como se ha sefalado en este modulo, la poblacidasdEilipinas alcanzé las 92 337 852
personas, segun el censo del afio 2010. Si la péblague creciendo al 2%, utilizar la
calculadora para determinar aproximadamente cualwdmzara la poblacion los 150 millones
de personas. (Pista: Para determinarlo, introdocemando y editalo sucesivamente hasta que
obtengas el resultado deseado.)

Cambia el modo de la calculadora para utilizaidaalizacion natural, pero proporcionando las
respuestas siempre como decimales en modo lineapr@deba que lo has hecho correctamente
evaluandoV50.

Cambia la configuracion para que se muestren Isslteglos con dos cifras decimales.
Comprueba que lo has hecho correctamente halldn@doe decimal de la raiz cuadrada de 11.

Halla la raiz cuadrada de X4.0'", usando la tecl&i07, para introducir el nimero.

Asigna a las variables de memoria A, B y C los redo7, 8 y 9, respectivamente. Evalla
seguidamentAB’*C. Cambia el valor de C por 5 y reevalla la expresié

Calcula la raiz cuadrada de 34,5, pero no anotesseltado. Usa la memorkns para dividir
8888 por el resultado de dicha raiz.

Introduccién a las matematicas con ClassWiz

15



Barry Kissane

Notas para los profesores

Este modulo es importante para los nuevos usuadeota ClassWiz ya que se tratan muchos
aspectos de la calculadora que se daran por carsoeit los siguientes médulos. El texto de este
modulo esta pensado para los estudiantes y lesaayadver coOmo se puede hacer un uso eficaz de
la calculadora para realizar varios tipos de cakuDependiendo de la edad y del nivel de
sofisticacion de los estudiantes, algunas partesstke introduccion pueden, con toda seguridad,
pasarse por alto y dejarse para mas adelante.

Como principio general, anima a tus estudiante®gst@r atencion a las pantallas de sus calculadoras
para asegurarte de que entienden lo que estanovieinad valiosa estrategia consiste en pedirles que
predigan lo que sucedera antes de que presiontecléa(=). Realizar predicciones les ayudara a
considerar cuidadosamente aquello que se le picker l@ala calculadora. De hecho, puede ser una
leccién poderosa y util para los estudiantes raafpizedicciones que resulten ser incorrectas, ¢ qu
puede animarles a considerar por qué sus predexiom se producen.

Puede ser una buena idea hacer que los estudisalbegen en parejas, especialmente para que
cuando se queden atascados puedan discutir jundogleas y aprender los unos de los otros. Si
dispones de un emulador y un proyector podras arogigunas operaciones de la calculadora a toda
la clase, o permitir que lo hagan los estudiaritambién es una buena oportunidad para subrayar la
necesidad de entender exactamente lo que se mumestrpantalla y modelizar el proceso de
prediccion de los resultados de una operacionqodati

Los ejercicios que se encuentran al final de estéuin se realizan mejor de manera individual, de
forma que los alumnos adquieran destreza en etficsmz de la calculadora. Al final de la pagina se
proporcionan respuestas breves a las actividadgsigstas. A algunos profesores les puede resultar
cémodo proporcionar las respuestas a los alummde jgon los ejercicios, de modo que puedan
comprobar su propio progreso y buscar ayuda cuaeadonecesario. Por supuesto, esta es tu
eleccion. El uso de un proyector y de un emuladordispones de ellos, pueden resultarte
convenientes para mostrar métodos eficaces enadgielos ejercicios que se plantean.

Posteriores modulos contaran, también, con algactagdades que los alumnos habran de explorar,
pero este modulo introductorio se focaliza en asege que las operaciones generales de la
calculadora y los ajustes se entienden bien, lg gosteriormente, permitira trabajar con la
calculadora de un modo mas eficaz. No obstantepc@sultado de esta introduccion, algunos
estudiantes pueden hallar aspectos de las matesapiee les apetezca explorar con mas detalle.
Sugerimos que se les permita hacerlo, ya sea pmissios 0 con otros estudiantes, ya que una
herramienta de este tipo ofrece muchas oportungdpdea el aprendizaje matematico mediante la
participacion en clase

Soluciones de los ejercicios
187

1. Autocorreccion 2. 4\/2, 5,657 3.0,616 4.13,038 5.; , 8% 6.17 +10=4103386837.4

8.3¢C, = 741 9.5,230x 10" 10.Usa[sr) (O para calcular |3,4 — 7,81| = 4,411. Usa ) ()
para conseguir 3,146 directament&2. 13 508,7714 13. Usa 92337852 1,02° y edita el
exponente para conseguir la mejor aproximacionreséss 25 afios. Por eso 2035 es el afio
requerido. 14.7,071 (en lugar dev®) 15.3,32 16.374 165 738,7 17. 4 032; después de
almacenar C = 5, u§® para recuperar la expresion y piEshpara conseguir el nuevo resultado de
2 240 18. Después de hallar la raiz del nimero, usa 8 88@sjpara conseguir el resultado de
7,467

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
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Modulo 2
Representacion de numeros

Un numero puede representarse de muchas formastatistPuedes usar tGlassWiz para
mostrarlas y ver como se relacionan las unas comotlas. En este modulo, usaremos el modo
Calcular. tecleaMeny (1) para hacerlo. Asegurate que tu calculadora estfigooa en el modo

E Mat/S Maty Normal 2 Usa el menu CONFIG si fuera necesario.

Representacion de decimales

Cuando introduces un nimero decimal en la calcuaggulses la tecl&], el nUmero aparece,
generalmente, en forma de fraccion. La calculadowastra, normalmente, la fraccion irreducible,
cOmo se muestra a continuacion:

Vo [ A

Como puedes observar, 0.7 y 0.70000 son el mismeeraly pueden ser representados por la
fraccion siete décimos. Existen otras maneras giesentar el mismo nimero, como se muestra a

continuacion:

0.7

s
10

T [
0. 70000

s
10

78
710

s
10

Vo [
70100

i
10

i T

=]

s
10

Aungue no es aconsejable, a veces los usuariabascrimeros decimales entre el 0 y 1 sin afiadir
el cero inicial, como se muestra en la ultima déntde la figura superior. La calculadora, no
obstante, seguira reconociendo la expresion comuseho namero.

Si prefieres que un numero se represente en foenendl en lugar de como fraccién, puedes
pulsar la teclaStandard to Decimal(s#), tan pronto como la fraccion aparezca por pantalla
Observa que pulsando la tef@a) otra vez el nimero vuelve a aparecer en formaibaaria. Las
siguientes dos pantallas muestran como tiene legée proceso: puedes alternar entre las
representaciones decimal y fraccionaria de 14put€ando repetidamente la te@h).

s F Y

14+33 14+30

7
10 0.7

Si ya sabes de antemano que preferiras la repaegs@midecimal a la fraccionaria (por ejemplo, al
final de un célculo), puedes evitar que aparezicagpo la forma fraccionaria pulsando la tefsla)
antes de presionar la ted=&]. (Observa el simbolo de aproximacidrgue figura sobre la tecla
(=)). Inténtalo ti mismo.

La calculadora no representara siempre un deciombdraccion. Si el denominador de la fraccion
irreducible requiere mas de cuatro digitos, el mon@e representara automaticamente como
decimal. Por ejemplo, el nimero decimal 0,34567dpuepresentarse como una fraccién con un
denominador grande:

34567

034567 = m

Aprendiendo Matematicas con ClassWiz
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En estos casos, la tedfed no cambiara el nimero de forma decimal a formecfomaria, como se
muestra en la pantalla inferior. Observa que, enboa los nUmeros con muchas cifras decimales
seguiran viéndose en forma de fraccién si el cpmediente denominador es lo suficientemente
pequeio.

Vo [ A Vo [1] A
0. 34567 0. 70000000000000
i
0. 34567 10

Cuando un numero decimal es mayor que 1, la fracobdrespondiente tiene el numerador mayor

gue el denominador. Las fracciones de este tipadeueepresentarse de dos maneras distintas:
como fraccion (impropia) y como numero mixto. Latemntes posibilidades de representar el

namero 1,7 se muestran es las siguientes pantallas:

] A D] A

o
1.7 1.7

17 i
1 175

Las dos formas de representar el nimero 1,7 coacciém son correctas. La primera muestra una
fraccion impropia, con el numerador mayor que elode@nador, y la segunda muestra la fraccion
como numero mixto. La forma como se representeation puede alterarse mediante el comando
(a2+4), al que se accede pulsan@mr (4. Si pulsas(stF] e repetidamete, puedes pasar de una
forma a la otra y elegir la que prefieres.

Para cambiar la forma que usa la calculadora pgnasar las fracciones automaticamente, entra en
CONFIG y pulsa(4] para selecciondResult fraccionObserva que puedes elegir erdtrab/g para
expresar las fracciones impropias en forma de naimméxto 02: d/c, para expresarlas en forma de
fraccion, como se muestra en las pantallas iniesidRepite los calculos anteriores para comprobar
el efecto de seleccionar una u otra de estas gg&ion

l:ab/c
2:dfc

l1:Entrada/Salida
2:Unidad ansgular
3:Formato numero
4:Result fracciodn

Representacion de fracciones

Las fracciones se introducen pulsando la t€8ay se visualizan al presionar la te¢&). Si una
fraccion ya esta en su forma irreducible, se maestevamente como tal al presionar la t¢=h

pero si la fraccion se puede simplificar, la cadara muestra automaticamente la fraccion
irreducible correspondiente. Las siguientes dodgllas muestran ejemplo de cada una de estas
posibilidades.

7o ®
3
10

3
10

] ry
a4
10
2

5

Existen muchas fracciones diferentes que puedeaseptarse mediante la fraccion irreducible dos

guintos. A continuacién se muestran cinco ejemplos:

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
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Vo @ A Vo @ &
=0 6
50 15
2 2
5 5
Vo [ A +o [ A Vo [ A
14 2%53 26+65
5 5%53
2 2 2
5 5 5

Obsérvalas con atencion. Probablemente puedastesrcomuchos otros ejemplos de fracciones que
se representan en la calculadora como dos quiDe®o que todas esas fracciones representan el
mismo numero (es decir, dos quintos o 0.4), sendeficomo equivalentes. Las fracciones
equivalentes son muy utiles para entender el fmacroento de las fracciones.

Representacion de porcentajes

Los porcentajes son un caso particular de fracsiona denominador 100. Asi, 57 % es una manera
abreviada de escribir 57/100, que es el mismo naigpge 0,57. Puedes introducir porcentajes en la
calculadora usando la ted%), (que se obtiene al teclefFr (ang). Observa que la representacion
estandar de 57% es una fraccion, si bien puedesaverpresentacion decimal correspondiente
usando la tecl@ep).

Vo [ A Vo [ A

57% ST%
i

100 0. 57

Algunos porcentajes pueden representarse comadnascequivalentes con denominador menor
gue 100, como muestran las siguientes pantallas.

Vo [ A WO [ n
75% 20%
3 1
4 5
Observa en las siguientes pantallas la relaciaie évg porcentajes y los numeros decimales:
Vo [ A o [0 n
12. 47% 118. 5%
0.1247% 1.185

El nimero que figura antes del signo porcentualeapre 100 veces la representacion decimal (ya
gue los porcentajes son fracciones con denomind@@y. En consecuencia, para representar un
namero como porcentaje, primero hay que representeomo decimal y seguidamente
multiplicarlo por 100. Deberias ser capaz de raakt Gltimo calculo mentalmente.

] Y
23
40

0. 575

En el ejemplo anterior, para saber qué porcentpeesenta 23/40, la calculadora muestra que
23/40 es 0,575, de manera que deberias ser capaz gee corresponde a 57,5%.

Aprendiendo Matematicas con ClassWiz
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Decimales periodicos

Ya debes haber notado que muchas fracciones, cusadepresentan como numero decimal,
necesitan toda la pantalla de la calculadora pastrarse. Normalmente, esto se debe a que el
namero en cuestion es un decimal periddico, esr,déieine infinitas cifras decimales. A

continuacion se muestran dos ejemplos:
W o'l i

o' © i

3

r.r::|n—~
(0| ez

0. 3333333333 0.141414141 4

En notacién matematica, los decimales peridédicag@@sentan colocando una barra, un arco o un
punto sobre las cifras decimales que se repiteing&aeralmente, se escriben de la forma:

}:O,é y E- = 0,1_4

3 99

Si introduces una fraccién en la calculadora yipres la tecldsed después de pulsar la ted&l,
obtendras, directamente, el decimal periddico esgute en la forma matematica habitual, tal como
muestran las siguientes pantallas:

Vo O i

14

9

0.14
Para introducir directamente un nimero decimalépéro debes usar el coman¢ill), al que se

accede pulsandg@riy (va). A continuaciéon se muestran dos ejemplos:
VoF O A voF O A

2.3 0. 235
i 3

3 225

Si no quieres que los numeros decimales peridédipasezcan en la notacibn matematica habitual,
puedes modificar las opciones de configuracidngmale (siFt) MENJ y, seguidamente, la tec(@ del
cursor, para acceder a la segunda pantalla, erudahgbras de seleccionar la opcionD&c
Periddico.

1:Estadistica

3:Dec perioddico

2:Tabla |

iDec periodico?
1:0n
2:0f1

4:5implificar

Potencias

Las potencias aparecen cuando un numero se nuatipdir si mismo repetidamente. Ask 6 x 6

x 6 se denomina seis a la potencia cuarta, seiscaaida potencia o seis elevado a cuatro, y se
escribe 6. Existe una tecla especial para evaluar poten€ids, Para introducir una potencia
introduce primero la base (en este caso 6), pustedla y, seguidamente, introduce el
exponente. Observa que la potencia esta escritaa@fuente ligeramente mas pequefa que la base.
Pulsa(=]) para ver el resultado, como se muestra en la frimérior:

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
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=] A

64

1296

Si el exponente es mas que un simple numero, puatteslucirlo directamente. Por ejemplo,
observa atentamente la primera de las siguientgslf@s, que muestra 4 elevado a la potencia de 2
+ 3.

Vo [ A ¥o [ A

42+ 4243

1024 19

Cuando realices operaciones con potencias, puadguse necesites desplazar el cursor de la
calculadora fuera del exponente. Usa la t€®apara terminar de escribir la potencia y continuar
escribiendo la expresion que corresponda. Datetaugre hay una diferencia significativa entre
423y £ + 3. La primera de estas expresiones signifisad4x 4 x 4 x 4, mientras que la segunda
significa 4x 4 + 3.

Una importante y conocida propiedad de las potsremasiste en que al multiplicar potencias de la
misma base sus exponentes se pueden sumar. Ppiaejdhx 4° = (Ax 4)x (4x 4x 4) = 4x 4 x

4 x 4 x 4 =4 =1024. Presta atencion a las siguientes pantaéless ver la representacién de esta
propiedad. Necesitaras usar la te@ antes de introducir el signo de la multiplicacién.

Vo [ & Vo [ &
4%2xq? 47

1024 1024

Las potencias también pueden elevarse a potempeassdebes ser muy cuidadoso al introducir las
expresiones. Por ejemplo, la tercera potencigas 5 x 5% x 52, que puede escribirse comd){5
Necesitaras introducir los paréntesis en la calicubay presionar la teci® después de introducir
la primera potencia y antes de cerrar el paréntesiso se muestra a continuacion:

(5°)°

A

15625

Comprueba por ti mismo que el resultado es el misme 5, ya que los exponentes de las
potencias con igual base pueden sumarse, tal cerexpdico anteriormente: 2 + 2 + 2 = 6. Observa
gue, en este caso, los exponentes pueden multgdic&Comprueba por ti mismo en la calculadora
que (3)* proporciona el mismo resultado qué){sya que 3x 2 = 2x 3.

Si se omiten los paréntesis, la calculadora asume lg potencia se aplica al numero
inmediatamente anterior, por lo que la expresiém figura en las siguientes pantallas, que se han
obtenido al presionar dos veces seguidas la fg8lase interpreta como 5 elevado®n2 elevado

a 8.

Vo [ A Vo [ A

523 53

390625 390625
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Aunque siempre puedes usar la tfgfh para evaluar potencias, algunas veces resultaen@mnte
usar la tecla especi@? para hallar las potencias cuadradas y clbicas.r@bgee para introducir
potencias clbicas debes presionar las tdeiap (x3. Los comandos anteriores proporcionan los
mismos resultados que los que se obtienen a plartia tecla de potencia (aunque la calculadora
realiza los calculos de formas ligeramente dife®@ntpero resultan muy Gtiles a la hora de evaluar
expresiones complicadas, ya que no requieren efl@idas tecla® para desplazar el cursor fuera
de los exponentes.

o [ o' @
3 %3 %37 2% 5%

729 64

Los comandos anteriores resultan muy Utiles paaéuar expresiones matematicas que involucran
cuadrados y cubos, lo que permite calcular, pangie, areas y volimenes. La pantalla inferior
muestra cOmo se usa la calculadora para encohtiegaeexacta de un circulo de 8 cm de radio.

+or [ A
AXg*

Bdn

Quizé te sorprenda descubrir que puedes usar exigsngue no son numeros enteros, tales como
fracciones y decimales. Un ejemplo es la potengianadio, que se introduce pulsando la tecla de
fraccion una vez se ha pulsado la tefa§, tal y como muestran las pantallas inferiores.ld&n
segunda pantalla, has de usar la t@ados veces: la primera vez para desplazar el ctusca de

la fraccion y la segunda vez para desplazar ebciugra del exponente, antes de presionar el signo
de la multiplicacion.

Vor O & Vs &
1 1

1 E e
3¢ 5% %52
1. 732050808 5

Nota que la segunda pantalla muestra nuevamentesjegponentes de las potencias con la misma
base pueden sumarse, proporcionando, en esteetassyltado 5x 5% = 5***=5' = 5,

Factores

Los divisores de un numero (entero) son aquellosends (enteros) que los dividen exactamente.
Por ejemplo, los divisores de 12 son 1, 2, 3, 4, 62. La mayoria de los nimeros tienen varios
divisores (y se denominan nimeros compuestos).tragegue otros, menos frecuentes, tienen solo
dos divisores: el propio nimero y el 1. Este segugdipo de nimeros se denomina numeros
primos y son muy importantes en mateméaticas, esjpeente en la rama de las mateméticas
conocida como Teoria de NUmeros.

Los primeros nameros primos son 2, 3, 5, 7, 11,.13,

La calculadora dispone de un comando especial, FA[LI€ permite representar los niameros
enteros como producto de sus divisores primos. tAsedivisores primos que aparecen como
productos se les denomina factores. Por ejemplpritaera de las pantallas adjuntas muestra un
producto de dos niumeros enteros, representado aosmonumero entero, 20664.

Una vez se ha obtenido el resultado, p(##d (») para acceder al comando FACT, que permite
obtener los factores primos del nimero, como sestrai@n la segunda de las pantallas que se
muestran a continuacion:

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
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o) 77 ry
56X 369 56x369

20664 2% 32 xTRA1

No se incluye el 1 como factor primo, ya que ndeseonsidera un nimero primo. Todo numero
entero positivo puede representarse como el prodietun Unico conjunto de factores primos (lo
gue se conoce en matematicas cdawborizacion Unica Si el 1 se considerase un nimero primo,
no se cumpliria el principio de la factorizacionaan

Puedes verificar la factorizacion de un numero iplidando el conjunto de factores primos.

ry

o [
2% 3% Tx 11

20664

También puedes usar el comando FACT para explaréorina en que las potencias de nimeros
enteros se combinan cuando se multiplican o dividgny como se muestra en las siguientes
pantallas:

o [ N voor [ N o [
114%11°5 7 67 %6
?3
11° 72 2937

Observa la diferencia entre el primer y el tergemglo: la calculadora no representa el producto de
6° x 6* como 6, ya que 6 no es un nimero primo. En lugar de espesenta el resultado en
términos de sus factores primos 2 y 3. Las sigegemantallas muestran como la calculadora
representa numeros como producto de sus factareegr

Vo [ A

o 1]
454 7XE60"

38 %54 210935 5ix7

Siempre es complicado determinar los factores wimde los nimeros enteros grandes, y la
calculadora no es capaz de hacerlo para algunosrndmuy grandes. A continuacién se muestran
tres ejemplos:

Vo [ A Vo' [ A Vo [
6389657166 80263x79609 6389657168
2%x3x59x(18049879) (6389657167 2'%(399353573)

En el primer ejemplo, la calculadora es incapahaltar todos los factores primos de 6 389 657

166, ya que no puede determinar si 18 049 879 iesopo no. Esto se muestra mediante el

paréntesis que rodea el resultado. En la segunttallea la calculadora no es capaz de determinar
ninguno de los factores de 6 389 657 167, aungsdtaedel producto de dos numeros primos

grandes (80 263 y 79 609). De forma andaloga, ¢ertzra pantalla, la calculadora ha identificado

gue 6 389 657 168 tiene cuatro factores primos, ¢getd es incapaz de determinar si existe 0 no
algun factor primo del numero 399 353 573, lo gaenslica nuevamente mediante el uso de los
paréntesis.

Es importante interpretar las pantallas correctaeelos nimeros entre paréntesis podrian ser
nameros primos, pero también podrian ser numeragpwestos; la calculadora es incapaz de
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discernirlo. En el caso anterior, el nimero entneéptesis de la primera pantalla es un niamero
primo, mientras que el de la tercera pantalla nesloaunque la calculadora es incapaz de hallar los
factores correspondientes, como se muestra egueeste pantalla:

¥ [
10343%x38611

(399353573)

Analogamente, si los numeros son tan grandes daese@ueden representar usando la notacion
cientifica, laClassWizno podra encontrar sus factores primos.

Notacién cientifica

Como se ha sefialado en el Médulo 1, puedes utiifaNFIG para visualizar los niumeros en
notacion cientifica. Sin embargo, cuando los nusieson demasiado grandes o demasiado
pequefos para ser representados como decimaleacaofres, la calculadora los representa
automaticamente utilizando la notacion cientifiear ejemplo, existe una famosa fabula sobre el
inventor del ajedrez, quien pididé, a modo de recamsp por su invento 1 grano de arroz en el
primer recuadrado, el doble de esta cifra en elrsdg recuadro, el doble de la cifra anterior en el
tercer recuadro, y asi sucesivamente hasta eldecnamero 64. El nUmero de granos de arroz que
habrian de colocarse en el recuadro 64 se muesteapgimera de las pantallas que se muestran a
continuacion.

=] A

o [ N
o3 0. 21+-299792458

9. 223372037x118 7.004845999x%,5 10

De forma similar, dado que se asume que la luz\dap99 792 458 m/s, el nUmero de segundos
gue tarda la luz en cruzar una hoja de papel dezh@e ancho se muestra en la segunda pantalla.

En ambos casos, la calculadora ha representadeseltado en notacion cientifica. Ambas
respuestas son aproximaciones, ya que la calcaldidore solo un nimero limitado de digitos que
pueden mostrarse. El resultado del tablero deegezl 9,22337203¢ 1 000 000 000 000 000 000,
o]

9,22337203% 10®~ 9 223 372 037 000 000 000

De hecho, el resultado correcto (demasiado graadeque la calculadora lo muestre) es 9 223 372
036 854 775 808.

Los numeros se pueden introducir en la calculadectamente en notacién cientifica usando la
tecla de la multiplicacién seguido de la tecla deepcia o usando la tecla especial para potencias
de 10. Sin embargo, es mas eficiente usar la &spacial para la notacién cientifiday. A
continuacion se muestran los tres métodos:

Vo [0 A

o [ N vor [ N
g, 223x1 01" g, 223%p!" 9. 223x1018

9. 223x1018 9. 223x%1018 9. 223x1018

Después de introducir 9,223, la primera ventank dequierda muestréX) (1] (0] (¥ (1] (8] (=];

la ventana del centrpg] (surT (log) (1) (8] (=], y la ventana de la derech@io) (1J (8] (). Los
resultados son los mismos, pero el nimero de tgaaay que pulsar (7, 5 y 4, respectivamente)
difiere en cada caso.

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
24



Moédulo 2: Representacién de nimeros

La tecla especial para la notacion cientifica muiere usar teclas distintas para el signo de la
multiplicacion y para la potencia, por lo que essraficaz; observa que la pantalla no muestra la
potencia de diez como potencia, aunque el resultatioa que la interpreta correctamente como
tal.

La introduccién de numeros en notacion cientifisando la teclaxi0) ayuda a ver cémo se
realizan los calculos con potencias de diez. Estladi pantallas que se muestran a continuacién
para ver ejemplos de sumas, multiplicaciones sitimes de &« 10"y 2 x 10",

Yo [ ¥ [ +or [0
Awtol T+2x10l7 Awinl TX2 x10l'7 dxwl F-2x0l'F

Bx10l?

Bxie?4 2

Raices

La raiz de un namero es aquel otro que elevado a unagatda lugar al primer namero. laiz
cuadradade un namero, por ejemplo, puede elevarse al adadsara dar lugar al propio numero.
En la calculadora, la tecla de la raiz cuadr@@ase usa para encontrar raices cuadradas. Observa
en la primera de las pantallas que se muestrantamuaacion que la calculadora ofrece por defecto
el resultado exacto de la raiz cuadrada de 3. Bupdssionar la teclde) para hallar una
aproximacion numeérica. (Alternativamente, tambiéadges usatr] (=].)

Vo [

{3

FY

{3
{3

¥or @

1. 732050808

En cualquiera caso, se puede comprobar que lauatrada es correcta pulsando la t€eih o, en
su defecto, multiplicando la raiz cuadrada por &nm. Estas dos alternativas se muestran a
continuacion:

Vo [ A

o [
Ans® {3 %43

3 3

Ten en cuenta que la calculadora eleva al cuadeadttima respuesta (llamadeng cuando se
pulsa la tecldx?. El resultado es 3, ya que la raiz cuadrada daado se eleva al cuadrado, debe
ser 3, por definicion. También puedes haber obderea la seccidén anterior que se obtuvo la raiz
cuadrada de 3 mediante la potencia 3% . Comprusddiante comparacion, las respuestas.

Puedes ver algunas propiedades de las raices daadnaalizando las raices cuadradas de numeros
compuestos:

¥o [ A
{8

242

Vo [

{48

143

Vo [

{96

146

La calculadora dispone de comandos directos paradircir otras raices, ademas de la raiz
cuadrada. Las raices cubicas se introducen directancon el comand@va), disponible a través
de (sFT) (va), mientras que el resto de raices se introducerecoamando(®o), al que se accede

Aprendiendo Matematicas con ClassWiz

25



Barry Kissane

mediante [sHF]) (x¥. Estos dos comandos se muestran en las dos psimardallas; observa la
relacion entre las raices y las potencias que sstnguen las dos ultimas pantallas.

I ry . oo ry e ry
1125 132 2
5 2 32

A diferencia de los comandos para las raices cdadrala calculadora soélo proporciona
aproximaciones numéricas para las otras raiceser@gosnque sean numeros enteros, Como se
muestra arriba.

Observaras que los calculos relativos a las ralasgotencias y las fracciones pueden realizarse
con la calculadora, aunque tendras que utilizardeas del cursor para moverte y en ocasiones los
paréntesis para construir expresiones en la notasaiematica correcta. He aqui dos ejemplos:

Vo [

4

9

A

2
3

([Fra )

A

125

Reciprocos

Existe una tecla especial para construir reciproBestrata de la tecl@]. Las siguientes dos
pantallas muestran los efectos de usar dicha tecla:

Vo [

17!

A

1
17

balen

También es posible usar la te@l@ con un exponente negativo, usarjd, en lugar de hacer uso
de [x). Usar la tecldx® es la manera mas sencilla de obtener otras pateneigativas, como se

muestra a continuacion:

Vo [

5-2

1
25

¥or @

5-3

1
125

NUmeros racionales e irracionales

Los numeros racionaleson aquellos que pueden expresarse como propescida numeros
enteros. Dichos numeros son las fracciones, losndées exactos y los niumeros enteros, tales
como 3, %, 16 % o 3,725. Los numeros que no puerpresarse de esta forma, son los niumeros
irracionales. Son irracionales la mayoria de rdesalos logaritmos y las funciones
trigonométricas, asi como ciertos numeros espaciatamo =. Cuando se representan con
decimales, los numeros irracionales requieren unend infinito de cifras, sin patrones en los
digitos.

En la calculadora, los nimeros irracionales coia?? y n se pueden representar con exactitud en
notacion matematica estandar o de forma aproximasi@do decimales. Es importante darse
cuenta de que las aproximaciones decimales prapaeisolo las primeras cifras decimales de un
namero infinito y no son exactas. Esto no es unddcion exclusiva de las calculadoras — también
sucede con el superordenador mas grande del mundo.
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Puedes usar tu calculadora para verificar queraxapacién numérica de un nimero irracional no
es mas que una aproximacion. Las siguientes pasitaluestran tanto el valor exacto como la
aproximacion de/3, la forma de conseguirlo se ha sefialado anteginteren este médulo.

=] A ¥ @ A

13 3

{3 1. 732050808

Si ahora introduces la aproximaciéon decimal y edeataesultado al cuadrado, veras que la
aproximacion de la calculadora es demasiado grande:

FY FY

o [ o [
1. 7320508087 1. 732050807

3. 000000001 2. 999999998

Las pantallas superiores demuestran que la aproidmgue ha realizado la calculadora es la mejor
aproximacion disponible, de manera que 1,732058803 < 1,732050808. La calculadora muestra

1,732050808, lo que indica que la expansiéon dedimfiaita estd mas cerca de 1,732050808 que de
1,732050807.

La calculadora almacena internamente mas digitdesdgue muestra, aunque no puede almacenar
el nimero infinito de decimales necesarios parsesgmtar el nimero irracions8 exactamente.
Existe un pequefio truco para ver las cifras deesalcultas que estan almacenadas en la
calculadora. Multiplica el valor por una potenceadiez y réstale después la parte entera, para deja
sélo las cifras decimales. Multiplica, por ejempbyalor aproximado d&3 por un millén, con lo
gue obtendras los mismos 10 digitos.

Vo [ A

i3 AnsX1000000

1. 732050808 1732050. 808

Ahora réstale la parte entera, 1 732 050, paranasrcifras decimales de las que se mostraron
inicialmente, dado el limitado tamafio de la paatall

o [
Ans—1732050

0. 80756887

Esto muestra que la&ClassWiz funciona internamente con el valor aproximado & =
1,73205080756887, aunque solo se visualiza en l@arit@32050808. Por eso dio un resultado
aparentemente exacto cuando se uso la [g8lgara elevar al cuadrado la aproximacién numérica.

Por supuesto, incluso las aproximaciones mas peads los numeros irracionales que usa la
calculadora internamente siguen siendo soOlo apmwiones, ya que el nimero de decimales
requeridos para un numero irracional es infinito.

Puedes usar un método similar para ver que lalediota usals ~ 2,23606797749978, aunque
solo muestra en pantali& ~ 2,236067977, o que usas 3,1415926535898, aunque solo muestra
en pantallar ~ 3,141592654.
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Vo [

2. 236067977

=]

3. 141592654

En la préactica, en los calculos cotidianos solatdiza un namero finito de cifras decimales para
aproximar un resultado irracional. Por ejemplo,grods expresar la longitud de la circunferencia
de un circulo de 8 cm de radio como 5031 cm, en lugar del valor exacto e irracionat ¢6.

F Y FY

Vo [ +or [
2X B 2x%8xn

167

Quizéa te sorprenda darte cuenta de que, aunqueuiDgros irracionales se pueden representar
como numeros que requieren de infinitas cifras rdalg@s, algunos productos de numeros
irracionales son, de hecho, racionales. A contidmege muestra un ejemplo:

50. 26548246

{6 x%

12

Vo' @

{24

A

4. 898979486

{6

Vo [

2. 449489743

En las primeras dos pantallas se muestran aproximesca un namero infinito de cifras decimales,
ya que tanto/6 comov24 son irracionales. Sin embargo, su produéiel4 = 12, es un nimero
entero y, en consecuencia, racional. Las primeoaspdntallas muestran resultados aproximados,
mientras que el tercer resultado es exacto.

Anédlogamente, el siguiente ejemplo muestra que dmdos numeros irracionales se elevan a
potencias irracionales a veces producen numeroosnigue son racionales:

Vo [

p
(2)"
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10.
11.
12.
13.

14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

Moédulo 2: Representacién de nimeros
Ejercicios
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudar desarrollar tus habilidades con la calculadora

Representa 0,45 como una fraccion irreducible.

7 8 S . , .
Halla §+1—1, expresando el resultado como fraccién improgiaryio numero mixto.

Expresa 43 como porcentaje de 80.
Halla el 57 % de 16.

Una chica pagé un depésito al 15 % por un apamatielévision. Si el depdsito fue de 69 $,
¢,Ccudl fue el precio completo del televisor?

Halla todos los factores primos de 12 345 678.
Expresa 4/7 como namero decimal periddico.

¢ Qué fracciéon representa el nimero decimal peodgiee? Compruebe tu respuesta en la
calculadora mediante la conversion de la fracciadraero decimal.

Evalta 7.

Evalla 4 + 12.

Determina si 2 — 1 es un nimero primo.

Evallia 7 x 7° x 72 y comprueba que es el mismo resultado qué.343

Indica qué nimero es mas grande’)*® (6°)?? Usa la calculadora para comprobar tu
prediccion.

(a) Introduce las siguientes expresiones en laizlora y evall]alas{s)za, (52)3, 5,
(b) Predice si la calculadora mostr&facomo 4 o como 3.

Evallia 1¢ y explica qué pasa cuando se calcula su cuadrado.

Halla la raiz quinta de 1024. Comprueba tu respusatando su quinta potencia.
Halla la raiz cuadrada de 23, con cuatro cifragnues.

La raiz cuadrada de un nimero entero\& gDe qué nimero se trata?

Halla la raiz cuadrada de 27 con doce cifras ddesna

En un examen forense, se ha determinado que una lieb cabello humano tiene 13
micrometros de espesor. (Un micrémetro es Ifetros.) Introduce este espesor en la
calculadora para expresarlo como un namero decimal.

Predice el valor de7 Usa tu calculadora para comprobar tu prediccion.

Aprendiendo Matematicas con ClassWiz

29



Barry Kissane

Actividades

El principal objetivo de estas actividades es aytela usar la calculadora para aprender matematicas
Puedes pensar que algunas actividades son demaaiathzadas para ti. Ignora aquellas que ain noegwltas

1. Siinviertes 500 $ a una tasa de interés anuab @é| al cabo dé¢ afos tendras una cantidad
final (A) que viene dada por la expresim 500 - (1.08)

a) ¢, Cuanto tiempo ha de pasar para que se dupligaéor de la inversion?
b) ¢! si empiezas con 1000 $?

c) Elige un valor para la inversion inicial y deténa cuanto tiempo
ha de pasar para que se duplique.

d) ¢ Cuanto tiempo tardaria en duplicarse una irers la tasa de
interés fuera del 7 % anual? ¢ Y si fuera del 8 %?

2. Muchas fracciones representan nimeros decimal@xifpars, que pueden mostrar interesantes
patrones de repeticion. Estudia, por ejemplo, lascfones con denominador 7. Usa la
calculadora para obtener 1/7, 2/7 y 3/7 e intergdgxir la expresion decimal de 4/7, 5/7 y 6/7.
Después, confirma tus predicciones con la calcuéado

3. ¢Cual de estos numeros es mayor? ¢Cual es menti@alés en orden antes de usar la
calculadora para confirmar tus predicciones.

A=35x 10" B=6,9x 10" C=4,2x 10" D=2,0x10"

Cuando se le preguntd a Kim por el resultad€deD, Kim tom6D como 20x 10, por lo
que obtuvo como resultado 242L0", valor que después escribié en notacién cientéizao
2,42x 10", ¢ Puedes hallar métodos rapidos y eficaces com@as realizar operaciones con
nameros expresados en notacién cientifica? Utligaos métodos para determitax D, A +
C,B+CyD-A.

4. Ping Yee afirma que® *® > »®+ b, con independencia de los valores que tomeny b.
¢ Tiene razon? Usa la calculadora para examinan@dgajemplos de esta relacion y hallar
formas de explicar y justificar tus conclusiones.

5. Indica si la siguiente afirmacion sobre potenciaggponentes negativos es verdadera o falsa:
54>5°,

Compara parejas de nimeros similares, coMy &>, 5%y 5° 62y 6% 0,8%y 0,8%y
determina, en cada caso, qué numero es mayor. &espevisa tus predicciones con la
calculadora y busca generalizaciones y explicasipaea los resultados que obtengas.

6. Ya has visto que un numero elevado a la poten@gtporciona su raiz cuadrada y que un
namero elevado a la potencia 1/3 proporciona sm cébica. Comprueba algunos otros
ejemplos similares con la calculadora.

¢, Cual es el significado de otras potencias fraeciag? Usa tu calculadora para comprobar que
4 ) 2
325 = §/3% :(E/?z) = 1Eyque[73j =7° = 4¢

Usa, entonces, la calculadora para investigar ptencias fraccionarias de la misma manera.
(Observa en la calculadora gfs1) proporciona(Vo). )
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Notas para los profesores

Este médulo subraya las diferentes formas que tei@ASIO ClassWizde representar numeros:
decimales, porcentajes, fracciones, numeros erncidatecientifica y nameros irracionales. Se
abordan las potencias, las raices y los reciprédaaddulo hace hincapié en la comprension de las
diferentes representaciones numeéricas, asi comla éorma en que la calculadora las realiza,
incluyéndose la factorizacion en factores primda yealizacion de aproximaciones de numeros
exactos, tales como los numeros irracionales. @oevgue los estudiantes realicen los Ejercicios
individualmente, a fin de adquirir desenvoltura enuso de la calculadora. En cuanto a las
Actividades, conviene que las realicen en parej@asnodo que puedan discutir sus ideas en clase,
para aprender los unos de los otros.

Soluciones de los ejercicios

1.9/20 2149y 1%
99 9
6.2 x 3 x 47 x 14593 7.0,57142( 8.14/111 9.117 64910.1036 11.Es compuesto, ya que

contiene el factor primo de 23312. 40 353 607 13. Ambos nimeros sor’ & 46 656 14. a)
15625, 390625 y 39062%) 22 = 256 15. Aproximadamente, 3.16227766, queV&s, de manera
que su cuadrado es 10.16. 4° = 1024 17.2.8439 18. 72 (que es el cuadrado de/26)
19. 2.64575131106%0. (1] (3) (6]da 0.00001321.1/49

Actividades

3.43:80 = 0,5375 = 53,75 %. 57 %x 16 = 9,12 5.69 $ + 15 % =460 $

1. En esta actividad, los estudiantes explorantetés compuesto. Animalos a organizar su trabajo
para que vean que el tiempo que se requiere paralgquapital se duplique sélo depende de la tasa
de interés, y no de la inversion inicial. Puedgsliear la «regla del 72», segun la cual, el tiempo
necesario para que una inversion a interés congpeedduplique se aproxima a 7R;siendoRr el
interés anual expresado en %. [Respuea)ab) 14,2 afiosg) En torno a los 10,3 afios, 9 afios, ... ]

2. Los patrones de repeticion de los numeros déespeeriodicos son facilmente generados por la
calculadora y facil de ver para algunos denomiresgl{tales como 3, 7 y 11). Son mas complicados
de ver cuando el denominador es 13 (ya que senvetucrados mas de un patron) y muy dificiles
de ver cuando el denominador es 17 o 19, porgpearte periddica excede el ancho de la pantalla
de la calculadora.

3. La primera parte de esta actividad muestra gueckativamente sencillo comparar nimeros
representados en notacion cientifica.

[Respuestas: B< A< C <D, €D =84x 107, A + C = 7,7x 10", B + C = 4,89x 10
D — A = 1,65x 10" todo se puede hacer mentalmente].

4. El resultado no es cierto en general; por ejepqulandd < 0].

5. La mayoria de estudiantes se sorprenden al biésque 5% 5°. La calculadora ayuda a
entender el porqué de estas relaciones. Convieoedar quefstF (=) proporciona los resultados
decimales. Los estudiantes pueden sorprendersmasiml descubrir que 0°8< 0,8“ pero deben
ser alentados a considerar por qué sucede estaZba es que 0,8 9.1

6. El concepto de elevar un nimero a una poterataibnaria es dificil de entender. Esta actividad
utiliza la calculadora para explorar algunos ejermphuméricos, para ver cOmo los exponentes
fraccionarios se relacionan con potencias y raitesna a tus estudiantes a que examinen varios

a
ejemplos de su propia elecciéon para que lleguesdadir el resultado clavex® =¥/ x*
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Modulo 3
Funciones

Las funciones son una parte muy importante de latkenmticas y se utilizan para representar
relaciones de diversos tipos. CdassWizresulta muy Util para evaluar funciones, ya quenjte
examinar numéricamente las propiedades de estéss Beopiedades incluyen la naturaleza de
varios tipos de funciones (teniendo en cuenta saibles graficas), las simetrias, las asintotasy |
maximos y minimos relativos. La calculadora puegadarte a dibujar y visualizar funciones, a
pesar de que no tiene capacidades graficas. Tanphiéde ayudarte a encontrar soluciones
numericas a algunos tipos de ecuaciones.

Evaluacion de expresiones y funciones

Existen varias formas de evaluar funciones enlutzalora, en el mod€@alcular. Cuando se desea
evaluar una expresion o una funcion en un unicdgyua calculadora se puede usar directamente.
Considera, por ejemplo, la funcidfx) = x> + 2x — 1. Se puede evaluar la funcién xer 0,3,
reemplazanda por 0,3:

A

v [
0. 3°+2x0. 3—1

-0. 373

Por otra parte, para evitar tener que introduciragbr dex varias veces, puedes almacenar su valor
en una memoria y luego evaluar la expresion, atilio(s) y O] (o bien, utilizanddst) (x]).

¥ [ i ¥ [ i
0.3=x x?+2x—1

0.3 =033

Para evaluar la funcién en otros puntos, puedesladacla@para editar el comando almacenar
(STO), y vuelver a usaf®para acceder a la expresion. Pulsa desgg@spara completar la
evaluacion.

Cuando se quiere evaluar una expresion con vaslases, es mas eficaz usar una tabla de valores,
COmMo se mostrara en la siguiente seccion.

Uso de tablas de valores para esbozar graficas

Para esbozar la gréafica de una funcion, conviesmamie evaluar la funcidon en varios puntos. La
mejor manera de hacerlo consiste, generalmentgrestruir una tabla de valores. Usa el modo
Tabla TecleaMeny (3] e introduce la funcién, como funcidrdex.

VT [ VT O

£d Lotk d i | (ey=x"—2—1 g (x)=

3:Tabla

Después de introducir la funcién en la calculadptasando(=], aparece una segunda funcgfr).
Como solo vamos a analizar una funcién, podemasragrdirectamente esta segunda pulsa@do
También es posible configurar la calculadora pama gplo se tabule una Unica funcion, en lugar de
dos. Para hacerlo, hay que entrar en el ment COKHFIGlue se accede mediaifsber) MENU) ).

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
32



Médulo 3: Funciones

Después debes especificar el vdlucial, el Final y el Pasode la tabla. Estos son el primer y el
ultimo valor dex que se tabula, y el incremento entre los difesewddores.

Hay que tener en cuenta que la tabla admite unmumaxie 30 valores, por lo que hay que ir con
mucho cuidado a la hora de fijar el valor inicélfinal y el paso.

Para obtener una idea general de la forma de fi@ajran este caso, conviene evaluar valores entero
dex en el dominio —1( x < 10, lo que proporciona un total de 21 valoresa lBgtion se muestra
en las siguientes pantallas. Pus después de introducir cada valor.

VoF [ VoF [ VoF [
Rango tabla Rango tabla e F o] T
Inic. :-10 Inic. :-10 13 g 55
Final:10 Final:10 S 10—
[ [ 89

Una vez se ha entrado Bhsq al pulsar nuevamente la tedi&] aparecera la tabla de valores.
Puedes desplazar los valores usa@oy (. Estos valores pueden utilizarse para dibujardéicn

de la funcién, pero hay que tener cuidado y elaga escala adecuada en cada eje para que se
adapten a los valores mas grandefxje

Para obtener una tabla diferente, pldsique no borrara la funcién a menos que se pulsaeies)
seguido de(=]). Se podran introducir, asi, nuevos parametros lpatabla manteniendo la misma
funcion. Si eliges un dominio mas reducido con Emo paso obtendras menos valores, pero quiza
no proporcionen suficientes puntos para esbozgnafeca, como se muestra a continuacion:

Ve O Vo [
Rango tabla || 7%
Inic. :-1 2 0

£
—
e

En este caso, la tabla muestra que los valorea €fiention cambian de positivo a negativo entre
x =-1yx =0, y de negativo a positivo entte= 1 yx = 2. Por ello, se obtendria un buen esbozo de
esta parte de la grafica manteniendo los valdnesal y Final, pero reduciendo ePaso A
continuacion se muestra una posibilidad:

ran T em D) om

Rango tabla || 771 13 fi.a| l5Taa

Inic. :-1 2 -o0.8| 0.44 14 1.6| -0.04

. . 3 -o.8| -0.04 15 1.5|mpeE

Final :2 4 -0.4| -0.a4 16 2 1
P -1 0. 44

Conviene posicionar el cursor en la columna deetacha, ya que al hacerlo la calculadora mostrara
con mayor precision los valores seleccionados.sEgidores pueden usarse para realizar un buen
esbozo de la grafica, de manera que muestre lasigales caracteristicas de la funcién, como se
muestra en la figura de la derecha. En este casajds ejes tienen la misma escala, aunque en
muchas ocasiones convendra elegir escalas diferente
para cada eje. vIE

— —df¥

Cuantos mas puntos se representen, mejor sera el N
esbozo de la grafica. Si se usan pocos puntos, se 2

obtendra un esbozo mas rapido pero menos preciso.

=

En este caso, la grafica muestra que la funcidre tie—; i)

. o ol @ 1 E
raices un poco a la izquierda xle —0,6 y un poco a A

la derecha d& = 1,6. (D.|ﬂ'?5,—1.2|-’-19}
=é[]. Filrili yo=—1. 2149373

5]

Se observa, también, que la grafica es una par,él%ﬁ
con un minimo en el punto= 0,5 yf(x) = -1,3.
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Uso de tablas de valores con funciones

Ademas de para representar la grafica de una fonieis tablas de valores pueden usarse para otros
propésitos. Por ejemplo, si se quiere determirawvédores entre = 0 yx = 2 en los que la funcién

f(x) = 2 —x%es cero, se pueden evaluarse muchos puntos y akxscse acercan a cero. Para ello,
tabula la funciérf(x) = 2 —x*> como se muestra a continuacién. Acuérdate delaisacla@® para

salir del exponente después de introdutir 2

T e e H
f (x)=2%—n" Rango tabla 13| M.z2|olsEas
Inic. :0 14  1.z|0.2852
Final : 2 I bierr
- -0.1049841785

En este caso, parece que hay una raiz gatre,3 yx = 1,4, ya que la funcién cambia de signo entre
estos dos puntos. Para incrementar la precisiéredaltado, construye una nueva tabla empezando
porx = 1,3 y terminando ex= 1,4, pero con un paso mas pequefio, de 0,01néfyresultados se
muestran a continuacion:

x fiml

Vo'
Rango tabla

Inic. :1. 3 DGR
Final:1.4 i) i3 e
Paso :0.01 20. 02538828912

Puedes repetir este proceso para incrementar ¢isigre en una cifra decimal cada vez. En este
caso, parece qué) tiene una raiz entre= 1,37 yx = 1,38.

Existe una buena alternativa al proceso antermsiste en posicionar el cursor en la columna de
las x y reemplazar el valor seleccionado por un nuevorvdan pronto como presionds), la
funcioén se evaluara en el nuevo punto. Estudipdasallas inferiores para ver el proceso de “prueba
y ajuste”, reemplazando el valor previoxd@,38) por 1,375, 1,373 y 1,3735.

Vo [ Vo [
i fixd = fixd 4 fixd
T 1.26|0.0513 7l 1.36|0.0513 T 1.36(0.05132
g 1.37|0.0133 g 1.37|0.0133 g 1.37(0.0133
al 1.275 | 9 1,372 IR 9 1. 3735 I
10  1.39]-0.064 10l  1.39]-0.0&84 10] 1.39]-0.0&84
-5. 930265698 xw= 1. 803880708 xw? -1.27031693xw*

El resto de la tabla no se ve afectada por lasssiasevariaciones para acercarse a las raickg)de

Este ejemplo demuestra que las tablas de valomesisies para encontrar puntos importantes
asociados con las funciones (por ejemplo, raio@stop de corte, puntos de inflexion, etc.). En las
siguientes secciones veras que las tablas tamlyiétiam a entender otras propiedades de las
funciones

Dado que la calculadora puede generar dos tabasez, se pueden comparar pares de funciones,
comof(X) = x(x + 1) yg(x) = ¥* + 1, evaluando cada una de ellas para varios esldex. Las
siguientes pantallas muestran como hacerlo:

Vo [ Vo [

Elige los valorednicio, Final y Pasopara las tablas. Las dos primeras pantallas queusstran a
continuacion muestran que las dos funciones torhamseno valor solo cuando= 1. En la tercera
pantalla, se prueban otros valores para
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Vo [
4 foml ELE ]
u] u]
] z
2 3
3 2

Bk
[ S

1

1

-1 n

37

2
&
T
o

3
4

&

fixd
1z
20

IR | 55,512 34062

42

atx)
10
17

aT

5.75

Ten en cuenta que, a la hora de generar la tablanaduncion, laClassWizsolo admitex como
variable yf y g como nombres para las funciones. En consecudasifiinciones que tienen otros
nombres y usan otras variables deben ser transfiasra formato que permite la calculadora. Asi,
por ejemplo,h(t) = & + 7 debe introducirse como la funcion equivaldftg= 2x + 7. Todos los
valores numéricos se mantienen, solo han cambasdadmbres de las funciones y la variable.

Funciones lineales y cuadraticas

Las tablas de valores pueden revelar la naturaledas diferentes familias de funciones. Considera
las funciones lineales, que incluyen aquellas endae la variable no esta elevada a ninguna
potencia. He aqui dos ejemplos

fX)=2x+4ygx)=7—-X.

Las tablas de valores de estas funciones muedtiatag funciones crecen o decrecen en cantidades
fijas cuando las variables cambian de forma cotestdras dos pantallas siguientes muestran las
funcionesf (en la columna izquierda)g/(en la columna derecha).

Vo [

o

e g
—

fixd

[N A ]

LS
13
10

T
4

=2

=)
e
10

-

3
4

11] .=

fixa
o

10
1z
14

atx)
1
-2
-5
-8

5

Los valores dé(x) aumentan en 2 unidades cuaxdmumenta en 1 unidad, mientras que los valores
deg(x) decrecen en 3 unidades cuamdmumenta en 1 unidad. Este hecho se vera mas elatausi

se desplazan las tablas arriba y abajo, para vervalares de los que se muestran en las figuras
superiores.

Puedes usar tablas como estas para obtener valads permitan dibujar eficazmente las
correspondientes graficas sobre el papel.

Pensar en las funciones lineales de esta manardacayuda de tablas, te permitird imaginar las
gréficas de las funcionefx) esta aumentando con una pendiente dg@)yesta decreciendo mas
acusadamente con una pendiente de —3. Como muéstraiguientes graficos (dibujados con la
calculadora grafica CASIO fx-CG20), cada funciorege representarse graficamente como una
linea, que es por lo que se llaman funcidmesales

[Real [EXE]: Mostrar coordenadas
Fune. graf. :Y= Y2=T-3x

Yig2x+4 [—]

Y4: [—1

Y5 [—1

YG: [— 1 || | | | k&
[SELECT | MEAP RNTEP RO MODFY|(DRAW] | | x=2+ © = e

Las funcionescuadraticas constan de una variable elevada a la segunda qtey tienen
caracteristicas muy diferentes a las funcionesl@se el valor de la funcién no cambia de forma
constante cuando lo hace el valor de la variabims{@era la funcién cuadratié@x) = x* — 2 — 1,
gue ha sido tabulada como se muestra a continuaCigendox aumenta de 1 a 2, el valor de la
funcién se incrementa en 1 unidad (ya que pas2 @e—1). Pero a medida gueambia de 2 a 3, el
valor de la funcion se incrementa en 3 unidadesa(pa —1 a 2).
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A diferencia de la funcién lineal, el aumento n@esstante.

o [ o [
f{x)=x’-2x—1 frl og] TR

-1

Al desplazar la tabla se revela que la funcion auande la misma manera para valores situados a
la derecha y a la izquierda de= 1; de hecho, la funcion toma valores idénticasada lado de

x = 1, donde alcanza un valor minimo €8 = —-2. Estudia las tablas que se muestran a
continuacion para verificar este supuesto por smmoi. Nuevamente, tablas como estas pueden
ayudarte a esbozar sobre el papel la grafica déumagn.

O] Vo [
i fix) ® il 4 fimxd
7 -4 | 10 -1 = 14 3 2
g -3 14 11 O | I 15 4 7
E] -2 7 12 1 -2 16| 5 14
10 -1 2 23 13 2 -1 1 17| & | I 23

A partir de su minimo valorf(1) = -2, la funcién aumenta en 1, 3, 5, 7, ... utddacuando el valor
dex aumenta 1 unidad en cada direccion.

En las siguientes pantallas, obtenidas medianBARIO fx-CG20, se muestran las propiedades de
la funcion cuadratica descritas anteriormente.lemwa que la parabola presenta un eje de simetria
enx=1:

[Real [EXE]: Mostrar coordenadas
Func. Eraf R Yi=x?—2x-1 o

P ut
Y2: [— ] il
Y4: [—] 5 -'5-3;-53-'9—'1% R
Y5: [—1]
ksatia DELETE TvE | T00L JLonaTnia AL

Funciones cubicas

Las funcionescubicas disponen de un término en el que la variable eltgada a la tercera
potencia. Como con las funciones lineales y cumdist una tabla de valores puede ayudar a
entender la naturaleza de una funcion cubica pdaticPor ejemplo, los segmentos de tablas que se
muestran a continuacion sugieren que la funciéicadfx) = x> aumenta, pero no de manera lineal,
y que toma valores negativos para 0 y valores positivos pare> 0.

O] Vo [
i fix) ® il 4 fixd
1 -2 (I 5 1 El 5 125
2 -2 -5 [ 2 g 10| & 216
3 -1 -1 7 3 27 11 7 343
4 u] u] 2'? =] 4 | IS Bﬁl_ 12| = | I 512

Mientras que esta funcion cubica (basica) es sicaéron respecto del origex € 0), otras
funciones cubicas no lo son. Nuevamente, una tiblalores ofrecera algunas ideas sobre la forma
de la funcién. Las siguientes tablas muestran uneidn ctbica diferentd(x) = x> —x — 1, queno

es simétrica respecto del origen.

x

o L b

-2
-1
u]

fix)
-3

-7
-1
-1

I3
=

D]
1
2
2
4

o0 -1 n

-25

fixd
-1

=]
23
]

I3
=

fimd

112
209
235
oLl

10

m-1mon B

12

o9

203
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Estas dos series de tablas son Utiles para viaudbis formas de las dos funciones cubicas,
representadas en las siguientes graficas, quernsel&éaorado con una calculadora grafica CASIO

fx-CG20. Estas gréficas dejan claro que existerasdormas vinculadas a las funciones cubicas, a
diferencia de las funciones lineales (que tiendansente una forma lineal) y de las funciones

cuadraticas (que tienen solo una forma parabdlica).

[Real [EXE]: Mostrar coordenadas

Func. graf. :Y= ve=x"(3)—x-1 ¥

Yigx® [—1

Y2Ex3-x-1 [—] 3 L
R T T B R

Ya: [— dﬁ

Y5: [—1 L

iaana DELETE| TYPE | T00L Jnaunei| W y=r1

Las tablas también te pueden ayudar a comprarulasoihes cuadraticas y las cubicas. Por
ejemplo, considera las dos funcioried = x* y g(X) = X°. Si observas con atencién las tablas de
valores, en el mismo dominio, veras que la funcidinica crece mas lentamente que la cuadratica

para 0 <x < 0,5 (por ejemplo) y mas acusadamente para & 2.

Para ver estas diferencias, considera estas bhealores para 0x< 1:

= v @
4 fimxd aix) i fixd ELER]
1 u] g 0.7 0,491 0,243
2 0.1 a.01 1.a® E] 0.8 0.&64| 0.512
3 0.2 0.04 =P 10 o.9 0.81| 0.729
4 0.3 a.o9 l!mD []2'? 11 1 1 | 1

Observa el diferente comportamiento en las tahlassg muestran a continuacion paraxi<<?. La
funcion cubica crece ahora mas rapido que la ctiedra

Vo [ v @
4 fimxd ELER] = fixd atx) x fim) L
1 1 1 5 1.4 1.9 ! g 1.7 2,891 4,913
2 1.1 1.21) 1.331 [ 1.5 2,25 3.375 E] 1.5 .24 5.832
3 1.2 1.44| 1.728 T 1.6 2.596( 4,096 10 1.9 .61 £.859
4 1.3 1.69] 2,197 1 = 1.7 2.89 d.9132 ?44 11 2 4 | B

Ambos tipos de funciones son curvas, pero las dogas son diferentes entre si. Las gréficas

siguientes reflejan estas caracteristicas:

[Real [EXE]: Mostrar coordenadas
Fune. graf. :Y= Yigx2 ¥

Y1igx?® [—1 .

Y2Ex® [—] 2

Y4: [—1 |

Y5: [—1 . . . i
ztamalDELETE] TYPE | To0L s | ME e e

Nuevamente, estudiar las tablas de valores de ®estai®nes te permite comprender las formas en
gue las funciones cambian a medida que los vattedas variables cambian, para, asi, esbozar las

gréficas.
Funciones de proporcionalidad inversa

Las funciones deroporcionalidadinversg que implican la division por una variable, pueden
estudiarse de manera similar. Consideraremos dog#)s:
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1 1
fxX)== yag(x)=—+
X x-1

Una caracteristica particular de este tipo de tures queda de manifiesto si construyes una con
valores que anulen el denominador. En este casablia pard(x) incluyex = 0 y la tabla parg(x)
incluyex = 1 (de manera que- 1 = 0):

u'E*EIl o O 1 WA F— -
4 4 alx
= = 1 - -1
fix) pw glx) w1 2 0| ERROR -1
3 1 1| ERROR
4 2 0.5 1
e 1

Dado que la division por cero no esté definidagriste ningun valor de las funciones pH ni
parag(1), por lo que la calculadora muestra un mensajercr en los dos casos.

Existe una propiedad particular de estas funcioges se relaciona con este tipo de
discontinuidades: sus valores no cambian suaveync@mente como otros tipos de funciones que
se han considerado en este médulo, sino que daiteamente, de modo que las graficas de las
funciones muestran dos partes diferenciadas.

La inspeccién de algunos valores tabulados deuasidnes anteriores muestra este fendémeno.
Examina con atencion las siguientes pantallas:

O]
i fix) ELE] ® i LS 4 fixh aix)
1 -5 | | -0, 156 5 5 -1 -0.5 2 2 0.5 1
2 -4 -0.25 -0.2 [ 0| ERROR -1 a 30,3333 0.5
3 -3 -0.333] -0.25 7 1 1| ERROR 10| 4 0.25(0.3333
4 -2 -0.5]-0.333 =] 2 | IR 1 11 S | I 0.25
=ldlS 1.2 145

El estudio de los valores tabulados revela f{Me toma valores positivos para> 0 y valores
negativos parx < 0, mientras queg(x) toma valores positivos para> 1 y valores negativos para
x < 1. También queda claro glees valores dé(x) a cada lado del cero son opuestos el uno del otro
lo que sugiere que la funcidén es simétrica respdeto = 0. Los valores dg(x) muestran que la
funcidn es simétrica respecto ge= 1. Tablas como estas te permitiran esbozar selbpapel las
gréficas de las funciones.

Gréficas de estas dos funciones, como las que sstran a continuacion, dibujadas por la CASIO
fx-CG20, muestran bien este tipo de propiedades:

gzl [EXE]: Mostrar coordenadas
Funr.lz. graf. :Y= V2=Ta{x—1)

Yig- [—1

y2E—iso [—1

[k FLFTE] TYPE | TOOL JU0AUINGEAT) y\__mm

Otra caracteristica de la funcidon de proporcioraithversa es que para valores grandes thnto

Si son positivos como si son negativos, los valdeeka funcion parecen estar cada vez mas cerca de
y = 0. Sin embargo, nunca se llega a alcanzar el tws valores de la funcion que corresponden a

> 0 son siempre positivos, mientras que los queesponden & < 0 son siempre negativos. Puedes
comprobar este hecho tabulando algunos valoresgnaumgles, como se muestra a continuacion

¥o' [
x fix) aixd = fiaxd ixd = fimxd atx)
1| 10000 (e 1.a% 1) 100000 | RS 185 1] -10000 | IEEEE) | -9:a5
2| 20000 St wiEs 2| 200000 St wiEs 2| -20000( -S5.&S| -4:65
3| 30000 3. 3x6S [ 3. 3065 3300000 | 3. 3:6E [ 3. 3065 3 -30000( -3%&S | -3x6ES
4] 400002565 [ 2. 565 4] 400000 | 2. 5:a® | 2. 52065 4| -40000 | -2.&5 | -2x6E5
1110000 1100000 -1.110000
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Para estas funciones hay una asintotg en0. Los valores de la funcién se acercan a qum
nunca lo alcanzan. Las asintotas son importantesat@maticas avanzadas y es muy probable que
las veas al estudiar funciones de proporcionalideersa.

Maximos y minimos

Puedes haber notado que algunas funciones paregenvalores maximos o minimos en algunos
puntos. Las funciones cuadraticas tienen o un vaidimo o un valor minimo, mientras que muchas
funciones cubicas presentan un maximo y un minimgue graficamente se representa mediante
‘curvas cerradas’. Por ejemplo, la graficafoé = 3 — 2X° — 1, representada abajo (dibujada por una
CASIO fx-CG20, parece alcanzar un valor maximoesxtr O yx = 1 y un valor minimo entre= —
lyx=0.

[EXE]: Mostrar coordenadas
Y1=3x—2x7(3)21 ¥

2

1
ol e x
Eﬁ-q—e—nqizsaﬁs
=0.7 =04414

Ten en cuenta que estos valores son sélo valorésirms» 0 «minimos» en un sentido restringido o
relativo; por ejemplo, el valor de la funcién para —2 es mucho mayor que cualquier valor de la
funcion entrex = 0 yx = 1. Existe, en este caso, un maximo local entr® yx = 1.

Las tablas de valores resultan muy convenientes gstudiar los valores maximos o minimos en un
pequefio intervalo. En el caso @ = 3x — 2¢ — 1, resulta conveniente tabular los valores
comprendidos entne= 0 yx = 1:

v @ ¥ @
i fimd ® fimd
3 0.2(-0.418 7 0.6 0.368
4 0.3|-0.154 a 0.7 (IEEEE
5 0.4 0.072 ] 0.8 0.378
3 0. 5 | s D 25 10| 0.9 0.242 D 414

La tabla parece indicar que la funcién tiene un valéximo entrex = 0,6 yx = 0,8. Para examinar

el valor maximo desde mas cerca, elige intervaladacvez mas pequeiios, con los pasos
correspondientes cada vez mas pequefios. Desplaabldapara buscar un valor maximo. Las
pantallas siguientes muestran cOmo se usa estesoroepetidamente, con pasos de 0,01, 0,001 y
0,0001, respectivamente:

i fimd ® il = fimxd

1 0.7 0.414 1| 0.705|0.4141 10/0. 709 |0.4142

2 0.71 |EEEEE 2l 0.705]|0.4142 11| 0.707|0. 4142

3 0.T2|0.4135 3 0.7F0T | 12(0. 7071 | (EEEERE

4] 0.73(0.4119 4] 0.702[0.4142 130, 7072 0.4142
0.414178 0.414213514 0.4142135622

Observa que todos los valores tabulados en laalpiamtalla parecen ser iguales (0,4142), porque la
tabla solo puede mostrar cuatro cifras decimalesei®bargo, se puede obtener una mayor precision
desplazando el cursor en la colunfifxy

Las siguientes dos pantallas muestran un zoom cas detalles, usando un paso de 0,00001.
Observa que ambas columna parecen invariables, ldalifaitacion del tamafio de la tabla. Sin
embargo, el desplazarse por las dos columnas resielees mas precisos.
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x fim ® fimd

11|0.7071 (0. 4142 11|0.7071|0. 4142

12 ] | 0. 4142 1210, 7071 | (EESEE

1310.7071 (0. 4142 13|0.7071|0.4142

14|0.7071 (0. 4142 14|0.7071(0.4142
0. 70711 0.4142135623

Parece que hay un maximo local de vy~ 0,41421 cerca de~ 0,7071. Si contindas tabulando
la funcién en intervalos cada vez mas pequefiosigsugbtener un resultado mas preciso.

Un resultado exacto, sin embargo, sélo esta dibpomi través del calculo; @lassWizsoélo se
puede utilizar para encontrar buenas aproximaciongséricas. En este caso, el valor exacto
(determinado por otros medios)¥&— 1, cuanda = V2/2, por lo que el procedimiento numérico da
una aproximacion muy buena después de s6lo un@s pasos.

Procesos similares basados en hamsmma una tabla repetidamente te permiten encontmar lo
minimos relativos de una funcién. Comprueba panismo que la funciéri(x) anterior tiene un
minimo relativo de valor aproximado —-2,4142 caetea~ —0,4142.

Interseccion de dos gréaficas

Como se acaba de ver, la calculadora te permitezar ideas matematicas como las gréficas de
funciones, a pesar de no tener capacidad paraadigtgficas. Otro ejemplo de esta capacidad de la
calcular tiene que ver con la interseccion de taigas de funciones. Considera las siguientes dos
funciones:

f(x) =>¢ —
g(x) =1 +x

Las graficas de las funciones intersecan cuand@riein punto en comun: es decir, cuando los
valores dex e y coinciden. Tabular algunos valores sugiere quevhieres de una funcion se
aproximan a los valores de la otra cerca del origara -1 « < 2.

¥o' [ Vo [ Vo [

x fix L] ® fixd LS 4 fixd alx)
=] -10 =950 | 14 -1 1 u] 22 T 229 |
3 -9 -T11 -8 15 u] u] 1 23 g 495 E]
7 -8 -496 -7 16| 1 -1 2 24 9 711 10
g -7 -329 -G g 17 2 4 | I 25| 10 Q80 11

Hay un punto de interseccion enke 1 yx = 2. Para acercarte a este punto, mueve el carkor
columnax, situate en fila cox = 1 e introduce otro valor dede modo qué(x) y g(x) tomen el
mismo valor. Seguidamente pulg&). La primera pantalla muestra gque 1,8 se queda corto, con

fx) <9(x).

¥ [ Vo B Vo E
= fimh L] x fimd i x fima LS ]
=1 #1. 1 a =1 # 1 u] 5 3 1
=t u] a 1 =t a a 1 = a o 1
T 2232 2.8 T | 3.009 2.9 T IEEEE 2. 2248 2.88
g 2 i 2 1 B g 2 L 3 1 g = 2 A 2 1 BB

La segunda pantalla sugiere gue 1,9 se pasa de largo, cgx) > g(x). La tercera pantalla, muestra
guex = 1,88 se acerca mucho, aunque se queda un pdoo ©bserva qu§1,88) yg(1,88) estan
muy cerca el uno del otro, lo que sugiere que flaBags intersecan cerca e 1,88.

Vo [ Vo [
® fixd LS 4 fixh aix)
5 1 u] 3 & 1
3 u] 1 [ u] u] 1
71, A5 2.88 T 1.82(2.2846 (RS
g 4 2 2 2 4 3
2. 884672 2.88

Observa que los valores no son exactamente iguplessto que la solucidbn es solo una
aproximacion):
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f(1,88) = 1,88 — 2x 1,88 = 2,884672
g(1,88)=1+1,88=2,88

Por ello, una buena aproximacion al punto de iat®i$n de las graficas es (1,88, 2,88).

Otra manera de explorar puntos de interseccionistensn considerar cuando una Unica funcion
diferencia es cero, mas que comprar dos funcidh@sello, se puede tabular la funcion diferencia,
gue se define como:

dx) =f(x) —g(x) =X = X -1

Las graficas de las funciones intersecan en agupilatos en los que la funcion diferencia es cero.
Con informacién limitada sobre los puntos en los @s graficas pueden intersecar, puede ser una
buena idea empezar con una tabla de valores desdel4 hastx = 15, con un paso de 1. Al
desplazar la tabla para encontrar los puntos merayjlief(x) estd cerca de cero se revelan tres
posibles intervalos, como se muestra a continuacion

TE e i —
f{x)=x"-3x—1 e ] IR W F o] T
14 o 1 17 2 i
15 0 =] 13 3 17
16 1| — 13 4| —

-3 51

Cuando la funcién cubica cambia de signo (ya sesedativa a positiva o viceversa), la funcion
corta el eje de abscisas. Por ello, pueden habes e@ —2 k< -1, -1 x<0y1l<x<2.
Examinaremos el ultimo de estos tres intervalos

Para obtener una aproximacion cada vez mas préeikasolucion puedes hacer un zoom a la tabla,
como se muestra en las siguientes pantallas. Bstodi atencion la secuencia de las tres tablas. En
cada uno se usan diez valores para los sucesiergdlos 1 <x<2,1,8 <x<1,9y 1,87 «<1,88.

Vo [ Vo [
x fixd = fiad = fixd
El 1.8(-0.568 2 1.87| -0.07 9 1.872( -0.01
10 1.9 (EPEsE 3 1.8 |EFEEE 10l 1.875 | IR
11 2 1 10 1.89|0.0312 11 1.88| 4. 657
12 11 1.9] 0.159 12|
0.159 4. 672xi? -2. 925561 xi53

Observa que el paso es cada vez mas pequefio partab&a, 0,1, 0,01 and 0,001, respectivamente.
En efecto, la calculadora te permite incrementaprecision una cifra decimal en cada tabla
sucesiva. Podrias llevar este proceso mucho n@9alio elegiremos dejarlo aqui, con la sugerencia
de quex = 1,88 es una buena aproximacion a dos cifras dézsnyaes consistente con la primera
aproximacion que se hizo.

Las siguientes graficas, dibujadas con la CASI@ G20, muestran como puede determinarse el
punto de interseccién de dos graficas medianteiueda de las raices de una sola funcion: la
funcion diferencia.

[EXE]: Mostrar coordenadas [EXE]: Mostrar coordenadas
Vi=x*(3)-2x - i Visx (3)-3x-1 [¥
Ye=14x ) i )
at at
l_
] | ] ] ] | X ] | ] ] ] ] ] 1.BF92.0) | X
= -5 -4 -4 -2 Q 404 5 K -E-E-’J-E-E—l%l 4 04 5 K
1
2 INTERSECCIGHN Exﬂ RAIZ
¥=1.87438624% ¥==%.87938624% ¥=1.8793862KM2 ¥

Observa que uno de los puntos de interseccion saeptta cerca de los valores obtenidos
anteriormente y que hay una raiz de la funciorreifeia cerca de = 1,88.
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Ecuaciones, inecuaciones y tablas

Las ecuaciones y las inecuaciones son partes fuerdalas del algebra. La idea basica de solucionar
una ecuacién de una variable consiste en encamragllos valores de la variable, si los hay, que

hacen que la igualdad se cumpla. La calculadormifeethallar aproximaciones numéricas de las

soluciones de las ecuaciones. Para hallar soluieractas se requiere analisis algebraico o un
sistema de &lgebra computacional. Una vez se heontado las soluciones de una ecuacion, se
pueden solucionar las inecuaciones asociadas.eBxisirias maneras de solucionar ecuaciones
usando una tabla para evaluar la funciéon adecuada.

Considera, por ejemplo, la ecuaciéh= 3¢ — 1. Las soluciones de esta ecuacién son tamagn |
soluciones de la ecuacién equivalexite- 3¢ + 1 = 0. Por tanto, se puede usar la calculadara p
tabular esta funcion y buscar los valoresxdgara los que toma valor cero, si los hay. Accdde a
modo tabla corfeny (3].

Introduce la funciorf(x) = x> — 3¢ + 1, como se muestra abajo. (Ten en cuenta gueteenn
comandox’, (x3). Tabula la funcién dentro de un rango adecuadwpi&za por presionde=].

En este caso, sin ninguna informacion sobre lagcgmies, conviene usar un amplio rango para
empezar. Como solo se permiten 30 valores, elegseralores desde= —14 hastx = 15, ambos
inclusive, como se muestra a continuacion. Pi#ga después de introducir cada valor en la ventana
Rango de tabla.

VoF O Vor I
f{x)=x"-3x2+1 Rango tabla
Inic. :-14
Final:15

Usa los cursoreé® y (® para desplazarte por la segunda columna, buscaioi@s que sean
cero, 0 que sean proximos a cero. Busca tambiéiildasen las que cambia el signo de la funcion.
Este hecho indica la existencia de un cero.

Vo O Vo
= fimd = fomd
13 -2 -19 16 1 -1
14 -1 -3 17 2 -3
15 u] 1 12— 1
16| I -1 1 19 4 17 3

En este caso, no parece que en la tabla hayan patarlos cuale§(x) = 0. Sin embargo, hay
cambios de signo en los intervalos -£ <0, 0 <x< 1y 2 <x < 3, lo que indica que la funcion tiene
raices en cada uno de esos intervalos. Explorarateaaomento, solo uno de estos intervalosx0 <
<1.

Pulsalac] para volver a la definicién de la funcién y hagerzoom a este intervalo fijando Inicio a 0,
FinalalyPasoaO0,1l.

o' 1 Vo' 1 e

Rango tabla o ‘h.s| 0.5

Inic. :0 71 0.8| oo1ze

: . g 0.7|-0.127

Final:1 o E—E | -0, 405
- 0. §

Estudia con atencion esta tabla. Cuaxed0,6, la funcion toma un valor positivo. Cuande 0,7, el
valor de la funcién es negativo, en consecuenehbe diaber un cero en algun lugar entre estos dos
valores dex. Repite el proceso para construir una tabla,westaisando el intervalo [0,6, 0,7], para el
que 0,6 x < 0,7, y un paso mas pequefio, de 0,01. La primetasdeentanas que se muestran a
continuacion muestra el resultado:
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Jor O 7o O Vo O
i fim i fimd i fimd
5 0.64(0,0333 1] 0.65(7. 15" T|0.6526 (2. Txat
B 0.65(7.1.6% 2| 0.651(4,4.8% Bl0.6527 (9. 6.k
7l 0.&6(-0.019 3| 0.652 (PR A 0.6528] -Zaat
2 -0.045 4] 0.653[ -Tuat 10| e | - 5at
0. 67 0. 001855808 0. 6529

Cada vez que repitas este proceso, el intervaleobsera mas pequefio, como muestran las dos
Ultimas pantallas de arriba, en las que se usaninkesvalos [0,65, 0,66] y [0,652, 0,653],
respectivamente.

El paso se reduce cada vez en un factor 10, pgudoel resultado se aproxima a la raiz actual. La
tercera pantalla muestra que la funcién tiene vo eetrex = 0,6527 yx = 0,6528.

Necesitards decidir por ti mismo el nivel adecualdo precision que se requiere. Estas tablas
muestran que la funcion tiene una raizen0,653. Por tantos = 0,653 esta cerca de la solucion de
la ecuacion. Puedes continuar realizando procesia ltanseguir una aproximacion mas cercana a
las soluciones, pero, mientras se trate de nunireagsonales, no podras obtener la solu@aacta

Existe otra manera de usar las tablas para hakarsbluciones aproximadas de una ecuacion.
Empieza con la pantalla que se muestra abajo zglaerda. Usa el teclado para introducir en la
columna de lag aproximaciones a la posible solucién, seguidocadedla(=], para evaluaf(x). En

las pantallas que siguen se muestran dos ejengtgsezando cor = 0,6 y siguiendo pax = 0,65.
Contintia este proceso basado en cambiar los valeretiasta que el valor que alcarfgg esté lo
suficientemente cerca de cero.

Vor [ vor [ Vo O
i fixd x fixd ® fimd
=] 0.5 0.375 =1 0.5 0.375 5 0.5 0.375
& 0.8 & 0.65| MR & 0.633 | IEGEE
7 0.7(-0.127 7 0.7-0.127 T 0.7|-0.127
2 0.8|-0.408 2 0.8|-0.402 g 0.8]-0.408
0. 136 0. 007125 -0. 000781923

Cuandox = 0,653, la expresion toma un valor de —0,000781§8e esta muy cerca de cero, por lo
gue este valor deesta muy cerca de la solucion de la ecuacion.

Existen otras dos soluciones a esta ecuacion, canmenciond anteriormente. Debes usar este
mismo procedimiento para encontrarlas por ti misDeberias hallax = -0,532 yx = 2,879.

Una vez se han resuelto las ecuaciones, las ineogacpueden también solucionarse. Por ejemplo,
la inecuacione < 3¢ — 1 puede reescribirse comd— 3¢ + 1 < 0. Las tablas que se usaron para
resolver la ecuacion muestran claramente alguniosegadex para los que la funcién es negativa,
como los que se muestran abajo:

Ve O Vor [
= fimd Fd fixl
13 -2 -19 =] 0.5 0.373
14 -1 -3 & 0.653 IR
15 u] 1 7 0.7 -0.127
16/ I -1 g 0.8]-0.4038
1 -0. 000781923

Una vez se han encontrado las soluciones de laciéoygpueden escribirse las soluciones de la
inecuacion.

Uso de dos tablas

Ideas similares a las vistas hasta ahora puedelseupara resolver ecuaciones e inecuaciones
utilizando dos tablas. Cada una de estas tablasspmnde a una funciéon, de manera que cada
funcién se asocia a un miembro de la igualdad. i@ers nuevamente, la ecuaciére 3¢ — 1.
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o 70 I8 T T
f (x)y=x" & (x)=3%2—1] Rango tabla
Inic. :-14
Final:15

Estudia las tablas cuidadosamente.

VoF [ Vor [ vor

i fixd 1S X fial atx) ® fimd atxd
1/ -2744 28T 15 u] u] -1 27 12 1728 431
2 -13| -2197 S06E 16 1 1 2 25 13 2197 S06
3 -1z -17z8 431 17 2 =] 11 29 14 27dd 587
4 -11] -1321 B2 1 4 121 — 27 25 3 el 1 3373 BT 1 5

La primera pantalla muestra algunos valoresxdpara los quef(x) < g(x), o X> < 3¢ — 1.
Analogamente, la tercera pantalla muestra alguatmsas dex tales que(x) > g(x), 0 > 3¢ — 1.

La situacién es mas complicada en la pantalla aeni quec > 3¢ — 1 cuandx = 0 yx = 3, pero
x®<3¢—1cuandx=1yx=2.

Procedimientos similares a los que se han deseamitia seccidn anterior se pueden usar para hallar
buenas aproximaciones a las soluciones de la érudor ejemplo, las sucesivas pantallas que se
muestran a continuacién permiten encontrar unaadapnoximacion a la solucion de la ecuacién
entrex = 2 yx = 3. El procedimiento que se ha usado consisteusnar valores de que cumplan
que f(X) = g(x), es decir, que hagan que las dos columnas seafesy Continda tu mismo este
proceso afiadiendo, como minimo, un paso mas.

Ve O
i fixd ELES x fix ELES] = fimd ELE ]
=] 2.7|19.683| 20.87 Tl 2.86(23.393|23.338 8 2.877(23.813(23.831
O | 21,952 22,52 8 2.87|23.639( 23.71 9 2.872(23.838(23.842
10 2,924,389 24.23 9 2.88(23.887|23.883 10| NN | 23,562 | 23. 865
11 3 27 26 2 8 10| MR (24, 137 | 24. 056 2 Bg 11  2.88]23.8387 23.883‘2 8?9

La aproximacion alternativa consiste en ajustaesivamente el valor de para conseguir valores
para los qué(x) = g(x). A continuacion se muestran algunas pantallabless

Jor O 7o O Vo O
i fimd imd x fimd L = fimd L
1 u] u] -1 1 u] u] -1 1 u] u] -1
2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2
2{ g 11 Z|EE (21,952 22,52 Z|EEEE (22,887 (23,883
4 3 27 26 2 4 3 27 26 2 B 4 3 27 26 2 BB

Continda este proceso tu mismo para conseguir ggej@proximaciones para los valoresxdele
modo qué(x) = g(Xx).

Una vez que se han determinado buenas aproximaaienks soluciones, puedes usarlas para anotar
las soluciones de las inecuaciones asociadas.tErc&so, por ejemplo, parece que 2,88 es una
solucién a la ecuaciéxi = 3¢ — 1. Las tablas anteriores permiten ver que plrta solucién para la
ecuaciond > 3¢ — 1 esx > 2,88.
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Ejercicios
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudar desarrollar tus habilidades con la calculadora
a) Almacena 0,3 en la variable de memarnmra evaluaf(x) = x* + 4x + 1 enx = 0,3.
b) Evallaf(0,4) editando previamente el comarfsig en a) de manera que= 0,4.
c) Evaluaf(0,5).

Usa una tabla con una paso de 0,5 para bosquejeéfiaa de la funciéri(x) = 4 —x* =2 en
—4<x< 2.

La diagonal mas larga de una habitacion rectangidatimensione, B y C viene dada por la
expresion Jaz+g*+c? . Encuentra la longitud de esta diagonal para diahitacion de
dimensiones 3,2 3,5 mx 2,1 m.

Construye una tabla de valores para las funciomeslésf(x) = 17 — X y g(x) = 4x — 3.
Empieza exx =1y termina ex = 25, con un paso de 1. A continuacion, usa la faéra:

a) Hallar f(14) yg(19).
b) Hallar los valores de para los cualeg(x) = 93 yf(x) = —7.
c) Describir cdmo cambian los valores de las funci@esedida que aumenta

Construye una tabla de valores para la funcién rétiady = 3 —x — x* para valores de
comprendidos entne=—-1,5 yx = 1, con un paso de 0,1. Usa la tabla para:

a) Hallar f(0,3).

b) Determinar el valor maximo de la funcion.

c) Hallar el valor de para el que la funcién tiene su valor maximo.

d) Determinar qué es mayof(0,8) of(0,9).

e) Hallar los valores de la funcion para los cu#(es= 2,25.

f) Determinar los intervalos de crecimiento y de daomgento de la funcién.

Usa una tabla de valores adecuada para la fuf(@)sn x° — 3¢ + 2x a fin de hallar:
a) Los valores de& para los cualex) = 0.

b) Los valores de& para los cualegx) < O.

c) El méximo valor déd(x) en el intervalo & x< 1.

Considera la funciom(x) :iS. Usa la tabla de valores adecuada para hallar:
X —
a) Los puntos de discontinuidad.

b) Los valores de& para los cualex) < 0.
Halla el punto de interseccién ge xC ey = x + 2, con dos cifras decimales.
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Actividades

El principal objetivo de estas actividades es aytela usar la calculadora para aprender matematicas
Puedes pensar que algunas actividades son demaaiadhzadas para ti. Ignora aquellas que ain noeewlas.

1. Construye algunas tablas de valores para las fuesi(x) = 2x + 7 yg(x) =5 — 4.
a) Desplaza las tablas, con paso 1, para ver comoiaarobnx los valores d&x) y g(x).
b) Desplaza las tablas, con paso 0,5, para ver combiaa conx los valores d&(x) y g(x).

c) Desplaza las tablas, con diferentes pasos, y canpsiobservaciones con las realizadas en
los aparatados a) y b).

d) Cambia las funciones anteriores pigx) = 2x + 5 yg(X) = 3 — &4 y compara tus
observaciones con las que has realizado en lotadpara), b) y c) anteriores.

2. Analiza algunas funciones lineales, cofig) = 5 + 7 yg(x) = 6 — X. Compara el
comportamiento de estas funciones con las obsenexique has realizado en la Actividad 1.
Ayudate de las correspondientes graficas.

3. Construye una tabla para la funcion cuadrétida= (x + 1)(x — 3), desdex = —14 hasta = 15y
con paso 1. Observa que algunos pares de valoresdsn (como, por ejempld—4) =1(6)).
Determina dichos pares de valores. Date cuentdoguelores dé(x) no cambian en la misma
proporcién quex (a diferencia de en las funciones lineales). Wsavhlores de la tabla para
bosquejar la gréfica de la funcién. ¢Qué aspeatola djrafica podrias predecir a partir de la
tabla?

4. Un pequeiio cohete es lanzado al aire desde el sisesdtura que alcanza transcurridos
segundos viene dada por la funcién cuadréhigh= 30 — 4,9

a) Construye una tabla de valores a partir de estadnry halla la maxima altura que alcanza
el cohete y el momento en que alcanza dicha aRuwrade resultar de ayuda bosquejar la
grafica a partir de la tabla.

b) ¢Cuanto tiempo tarda el cohete en volver al suelo?
5. Considera la funcion cubige= x° — 2 — 1.

a) Construye una tabla de valores adecuada para edaduncion tiene raices e -1y
otraentrex=1yx = 2.

b) Construye tablas de valores entre 1 yx = 2 para hallar esta segunda raiz con la maxima
precision posible.

c) La funcion tiene otra raiz cerca e —1. Usa un proceso similar mediante tablas staes
para hallar esta raiz con la maxima precision pesiba grafica de la funcién puede
ayudarte a hacerlo eficazmente.

6. Las funciones de proporcionalidad inversa preseptarios de discontinuidad en los que no
tienen ningun valor definido. Si estudias las fones con atencion, podras predecir la

localizacion de estos puntos. Inténtalo con lasisiges funciones:

3 4 1 2
a) f(x)== b) f(x)=—— ) f(x)= ——— d) f(x)=—5—
) f0=> )F)=— )= )(0=——

Propén algunos ejemplos mas de este tipo de fuesipmexplora sus propiedades.
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Notas para los profesores

Este mddulo destaca las formas en queClassWizpueden ayudar a los estudiantes a entender las
funciones elementales mediante la evaluacion ddun@dn en un punto o en tablas de valores. Se
hace uso considerable del moBabla, como importante herramienta. Aunque se muestiqamas
gréaficas de funciones (dibujadas con la calculadoafica CASIO fx-CG20), es importante resaltar
gue laClassWizno dispone de capacidad gréfica, por lo que se @&afzssis en la visualizacion de
las funciones y en la determinacion de sus progesianediante la cuidadosa eleccion de las tablas
de valores. El texto esta pensado para ser leidmpestudiantes y les ayudara a ver como se puede
utilizar la calculadora para examinar varios tigefunciones. Conviene que los estudiantes realicen
los Ejercicios individualmente, a fin de adquiresénvoltura en el uso de la calculadora. En cuanto
a las Actividades, es preferible que las realicgepaejas, de modo que puedan discutir sus ideas en
clase y aprender los unos de los otros.

Soluciones de los ejercicios

1.a)2.227 b) 2.664 ¢)3.125 3.8.68 my5.19 m4. a)-11, 73 b) 24,12 2.
¢) Mientrasx aumenta por 1f(x) decrece por 2j(x) aumenta por 4. ;
5.a)2.61 b) 3,25 ¢)-0,5 d)f(0,8)=1,56 e)x=-1,5yx=0,5 ISEEFaRES vu
f) La funcién crece para < —-0,5 y decrece pare> —0,5 5.9
6. a) Tabulaf(x) con paso 1 para hallar= 0, 1 0 2 ¢) Tabulaf(x) con pasos ]
sucesivamente pequefios para h&{@rn23)~ 0,385 7. Usa pasos de 1 para T / N

encontrar a)x=5 b)x<5 8.(1,52, 3,52)
Actividades

1. El objetivo principal de esta actividad es cqpeedlumnos vean que las funciones lineales aumentan
o disminuyen de forma constante, lo que se repr@seediante la pendiente de la funcién. Se asume
gue posiblemente no se ha introducido formalmerites @&studiantes en el concepto de pendiente,
por lo que esta actividad les puede ayudar a apréziidea echando un vistazo a un ejemplo.
Esbozar los graficos en papel a partir de las $saddatambién una actividad util y apropiada.

2. Esta actividad tiene un propadsito similar alaléctividad 1, pero deliberadamente se dan menos
indicaciones a los estudiantes. Las dos funciaeesn pendiente positiva y pendiente negativa, y se
debe animar a los estudiantes a analizar pos signistros ejemplos.

3. En esta actividad, se hace hincapié en la Seng¢rla funcion cuadratica. Anima a los estud&nte
a dibujar algunos graficos en papel. [Respuestas:ihtersecciones con el gjenx = -1 yx = 3 se
puede predecir a partir de la forma de la func&éamque los estudiantes bien pudieran sorprenderse
con el grafico. Estos puntos ayudan a predecjeal@ simetriax= 1).]

4. Esta actividad proporciona un contexto, adeneassl exploraciones matematicas, que da sentido
sustantivo a las ideas de maximo y raiz. [RespsieElacohete alcanza una altura de unos45,9 m
trascurridos 3,06 s desde su lanzamiento y vueladiarra después de 6,12 s.]

5. Esta actividad hace hincapié en la idea de lmmmna una tabla para refinar los valores y obtener
mejores aproximaciones. Los estudiantes seran eap@e obtener buenas aproximaciones a las
raices cerca de 1,618 y -0,618 pero estas no graduen valor cero en (d). Las raices exactas se
encuentran em = (1 +v5) / 2 y pueden dar lugar a un debate fructifelwestos valores exactos y
aproximados.

6. En esta actividad, la atencidén se centra etatdas que dan "error”, ya que la division por aq&ro
esta definida. Los estudiantes pueden no estarlid@izados con la definicion formal de la
discontinuidad, de modo que la grafica de una famde proporcionalidad inversa (tal como la que
se muestra en este médulo) puede ser util. Lammesdn de las cuatro tablas aumenta en dificultad.
(En el apartado c), el paso debe incluir medioselEpartado d), debe incluir tercios; entra ebpas
como como (1J (=) (8)). [Respuestas: (ak = 0 (b) x = 5 ¢) x = =3/2 d) x = 4/3].
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Modulo 4
Trigonometria

La calculadora es una herramienta de gran utilglard muchos aspectos de la trigopnometria, tanto
para resolver problemas que requieren realizar cigsis como para entender las relaciones entre
los angulos. Para empezar comprueba que tu cafralaglstd configurada para usar grados
sexagesimales (solo tienes que buscar un pequefimolsi D en la pantalla). Us@&Hrt) MENY
(CONFIG) para cambiar la configuracion, si fueraesario. Empieza este médulo en el modo
Calcular, para ello teclefuny (1J).

Trigonometria y triangulos rectangulos

Las definiciones de las funciones trigopnométricagpseden basar en los tridngulos rectangulos,
tales como el que se muestra a continuacion, gneeC es el angulo recto.

A
C B
Para este triangulein B = ﬂ, cosB =% ytgB = 4
AB AB BC

Ademas, debido a que el triangulo es rectangulieoséma de Pitadgoras nos permite ver la relacion
entre las longitudes de los dos catefS y BC) y la hipotenusaAB):

AC? + BC? = AR?

El conjunto de estas relaciones nos permiten déetarntodos los lados y los angulos de un
triangulo rectangulo, incluso cuando sélo se comaete de la informacion.

Por ejemplo, si sabemos que el andgiles de 38y queAB = 4,2 m, podemos hallar la longitud de
AC usando la definicion de seno:

*£n B:£:£:>AC:4,23enB
AB 4,2
Los célculos de este tipo se llevan a cabo facitenen la calculadora. Puede ser una buena préactica
cerrar el paréntesis después del angulo, aungqueddaladora realiza el calculo correctamente si no

se hace.

Vor O
4, 25en{38)

2. 585778196
Observa que no es necesario usar el signo de tuatidn para encontrar qéeC~ 2,59 m.

La pantalla anterior muestra que la calculadorgpgm@ona el resultado con muchas cifras
decimales, pero hay que tener cuidado al decidnivell de exactitud de los célculos de este tipo.
Dado que la medida original d&B, que se utiliza en el célculo, se da sé6lo conaifia decimal,
seria coherente mostrar tamb&@ con una sola cifra decimaédC~ 2,6 m .

Para hallar la longitud del otro lad®C, se podria emplear un proceso similar, usandaooseB.
Alternativamente, el teorema de Pitagoras se putiiEar para ver que:
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BC® = AB*-AC*=BC=+AB*- AC?

La longitudBC se puede determinar facilmente a partir del anteesultado de la calculadora, que
corresponde AC, como sigue:

¥or [ N

14. 22—Ang?

3. 309645165

En consecuenciaBC = 3,3 m. Observa que no ha sido necesario guardayumi resultado
intermedio ni realizar aproximaciones (CoAG =~ 2,6), lo que habria introducido pequefios errores.
En general, es mejor no redondear resultados enladbras u ordenadores hasta llegar al resultado
final. En este caso, el uso de una aproximaciéa A@rproporcionaria un resultado (ligeramente)
distinto y menos preciso paB:

v [
14.22-2, 62

3. 2984845

La calculadora también se puede utilizar para oeter los dngulos de un tridngulo rectangulo.
Para ello hay que utilizar las relaciones trigonwitgs inversas. Por ejemplo, se accede a la iavers
de la tangente de un angulo cdmr) (Arctan). Si conoces una distancia y una altura
perpendicular, puedes utilizar la inversa de lgéate para encontrar el correspondiente angulo de
elevacion. En la siguiente figur@R representa la altura de la Torre Eiffel, en P@2g m).P es un
punto situado a un kildmetro de la base de la tonedido a nivel del suelo. ¢ Cudl es el angulo de
elevacion desdP hasta lo alto de la torPe

324
1km o

o

RQ RQ

tan P=— = angulo P=arctan—
R R

La calculadora proporciona el resultado usandoagradxagesimales, como se muestra en la
pantalla inferior izquierda:

r=ao| r=a0|
ﬂrctan[ 1302040] ﬂrctan[ 1302040]
17.95232431 1725%'8. 37"

Para representar este angulo usando grados seratgssi minutos y segundos, pulsa la téerh

tal como se muestra en la pantalla superior derétiievamente, hay que tener cuidado a la hora de
expresar los resultados con una exactitud defendtl este caso, a un kilbmetro de la Torre Eiffel,
el angulo de elevacion desde el suelo es de apaoemente 18°.

Al usar la calculadora en trigonometria, a vecesnesesario introducir angulos en grados
sexagesimales, minutos y segundos. Sin embargaldaladora trabaja con grados decimales. Para
ver la relacion entre estas dos formas de usardasdiexagesimales, introducen un angulo en
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grados sexagesimales, minutos y segundos y présibrzara ver el resultado decimal. Para
introducir el angulo, pulse la tecfas) después de entrar los grados sexagesimales, miputos
segundos; aunque se muestra un simbolo de gradovead la calculadora interpreta el angulo
correcto, como muestra la primera pantalla despeépulsar(=]). Toca la teclafs») para ver el
angulo en grados decimales.

Yyor @ Yyor @
427 40" 30° 427 40° 30°

42°40° 30" 12. 675

Vuelve a pulsar la teclg») para ver el angulo en grados sexagesimales, nsijigegundos.
Tablas de valores

Resulta instructivo examinar tablas de valores cpreesponden a las funciones trigonomeétricas,
para ver como dependen estas funciones del vadotaqoa el angulo. Para hacerlo, puiEa) (3],
para seleccionar el modo Tabla, e introduce lasidmes que desees, usandmmo variable. En las
pantallas inferiores consideramos el seno y elreps®mo funciones. Presior{& después de
entrar en cada funcién.

7o 7o
f{xl)=seni{x) g{xd=cos (2l

Como solo se permiten 30 valores, una buena elepeda construir la tabla consiste en empezar en
x = 0° y terminar erx = 180°, con un paso de 10° (el simbolo del graloembargo, no se usa).
Pulsa(=) después de introducir cada valor.

Vo [
Rango tabla
Inic. :0
Final :180
Paso :10

Usa las teclas del cursor para desplazar la tgb&amuestra en las dos ultimas columnas los valores
del seno y del coseno del angulo. Observa comedmses de seno aumentan de los 0° a los 90°
hasta alcanzar un valor maximo igual 1, para diesmitlespués hasta alcanzar nuevamente el O en
los 180°. Los valores de coseno también muestrapatndn, pero algo diferente. Estas tablas te

permitiran bosquejar las graficas de las dos furegplo que ayudara a ilustrar las correspondientes
relaciones matematicas.

WO [ Vo [
x fima 18] ® fimd aimd
1 o o] 1 17 160 | ENEEESE | -0, 239
2 100, 1736 | 0. 9848 13 170(0.1736] -0.984
3 20 | MR | 0. 9395 19 1&0 u] -1
4 20 0.5] 0.865 20
0. 3420201433 0. 3420201433

Comprueba también que los angulos que estan sguadomisma distancia de 0° y de 180° tienen el
mismo valor del seno, como se muestra en las pastalperiores para 20° y 160°. Este hecho ilustra
la relacién general sex = sen (180° x). Nuevamente, la relacion general es diferenta jghr
coseno, cog = —cos (180 ° x%). También puedes calcular los valores dexsgde cosx para 180%

X <360° y observar otras relaciones. Recuerda qubla tiene un maximo de 30 filas, por lo que se
requiere una eleccion del paso diferente (comaeonplo 15°).

Mientras que las funciones seno y coseno mantienanrelacion especial la una con la otra, la
funcién tangente sigue un patrén diferente. Papdoearlo, en primer lugar, construye una tabla de
valores pardi (X) = tan &), de 0° a 180° con paso de 10°. (Simplemente fg=lsen lugar de definir

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
50



Médulo 4: Trigonometria

una segunda funcién, para construir una tabla desama funcidn.) A continuacion se muestran
algunas partes de esta tabla:

Vo [ ﬂ:?lﬂ Vo [
® fixd fixd i foza
1 0 ( I 9 EII:I 5.6712 16 150 -0.577
2 10]0, 1763 10 S0 (S 17 160 -0, 263
3 20|10, 3639 11 100 -5.671 15 170(-0.178
d 20|0.5773 D 12 110]-2.747 ERRDR 19 130 | D

La calculadora muestra un mensaje de error patay@Gfue no hay ningun valor definido para tan
(909).

Para examinar desde mas cerca el comportamien fdacion cerca de 90°, tabula valores de la
funcidon que estén cerca de 90°. Hay dos manerdmckrlo. En las pantallas que siguen, se ha
cambiado el rango de la tabla y el paso a 0,05 @sggurar que no se sobrepasan los 30 valores que
admite la calculadora como maximo.

-.-'E»'E
fimd
10 . . 10 8'9 99 5729.5
11 20 ERRDR 11 20| ERROR
12 20.01 -5'?29 12| =0.01 m
13| 90.02| -z2864 13l 20.02| -z2864
5729. 577893 -5729. 577893

Un método alternativo consiste en cambiar valooeeretos de, seleccionandolos e introduciendo
un nuevo valor, seguido d€=]. Los valores tabulados cambiaran, consecuentemefte
continuacion se muestran algunos ejemplos de esteso, a partir de la tabla original. Observa en
las dos ultimas pantallas que los valores que excetlancho de visualizacion de la tabla también
pueden introducirse y visualizarse.

fix)

= '?I:I 2.7474
. 989,999 (I

10 20 ERRDR 10 ‘BEI ERROR 10 20| ERROR

11| 100]-5.8 11]20.001 | -57295 11]20.001 | -57295
5?295 77951 89. 999999 57295779. 51

De la observacion de estas tablas se deduce gste exia discontinuidad en= 90°. La funcion
cambia de signo alrededor de este valor, pasangiontlr valores positivos muy grandes a valores
negativo también grandes. Las tablas ayudan aliaauda forma de la grafica de la funcion
tangente desde 0° hasta 180°.

Valores exactos

Aunque las mediciones siempre implican aproximasdiya que ninguna medida es exacta), puede
ser interesante estudiar los valores exactos denagrelaciones trigonométricas. Puedes haber
notado que la calculadora proporciona algunos des,etres de los cuales se muestran a
continuacion.

T# & T#

VTF [ A D] D]
sen{B60) cos{(45) tan{l5)

43 42
2 2 2—43

A menudo es posible ver el origen de estos valatdsjjando los triAngulos adecuados. Por
ejemplo, un triangulo rectangulo isdsceles incldymulos de 45°, mientras que un triangulo
equilatero esta formado por angulos de 60°. Adepuesjes utilizar los anteriores valores del seno,
el coseno y la tangente para hallar de otros aagBlara ello, tendras que utilizar diversas forsula
para las combinaciones de angulos. Como ejempiwideremos la férmula de la tangente de una
suma de dos angulos:

tan(A+B)= tanA + tanB
1-tanA tamB
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Puedes utilizar los valores exactos de tan 45868 = 1 A3 para calcular por ti mismo tan 75°.
Deberias ser capaz de obtener el mismo resultaaicerue la calculadora, tal como se muestra a
continuacion:

Vor [ & Ve [ i Vo [ N
1+1+43 tan{(45)+tan{30) tand(75)
1-1x1+43 1-tan(45)tan{(30>
2443 2+43 2+43

Experimenta de manera semejante con otras forrtrigasométricas que impliquen sumas y restas
de senos, cosenos y tangentes.

La calculadora también te ayudara a ver como sterejos valores trigonométricos. Por ejemplo,
las pantallas siguientes muestran como se repdtiemes de la funcion seno cada 360°.

Vo [ A VT [ Yy Vo [
sen{15-360) sen{l15) sen{15+360)

{642 {6 =42 {6 =42
q 1 1

El radian

El radian es una unidad de medida que se obtipaetiade una manera diferente de medir angulos,
mediante la medicién de la longitud de una circterfeia. Asi, un angulo tiene una amplitud de
1 radian cuando corta un arco de circunferencialagitud igual al radio de la propia
circunferencia. Como la longitud de la circunfeianes 2r, siendor el radio de dicha
circunferencia, se puede decir que una vuelta aetan@ un circulo equivale at2adianes, que
equivale a su vez a un angulo de 360° (expresadaidades sexagesimales).

Si trabajas con frecuencia con angulos expresadosaéianes, conviene que configures tu
calculadora en dicha unidad (accediendo a CONRJ@a vez hayas configurado la calculadora en
radianes, aparecerd una R en la pantalla que aedegé la actual configuracién. En las pantallas
gue se muestran a continuacion, las medidas aegut® expresan en radianes. En la primera
pantalla se ha introducido el angulo en radianedaEegunda pantalla se ha introducido el angulo
en grados sexagesimales, ya que se ha afadidoméblsi del grado (usando el menu
correspondiente a la unidad de angulery) (2)) para anular temporalmente la configuraciéon en
radianes. En la tercera pantalla la calculadoremasyue el &ngulo se expresa en radianes y muestra
el seno de 60 radianes:

=2 VoF & & VoF & &
sen[%] sen{60° sen{B60)
43 43
p e -0. 3048106211

Cuando la calculadora esta configurada en gradxegesimales, puedes expresar en esta unidad
angulos expresados en radianes. Para hacerloductoen primer lugar el angulo. Seguidamente
pulsa 0PN y teclea 2 para acceder a las unidades angulireimente, pulsa 2 nuevamente para
indicar que el &ngulo se expresa en radianes. haecsion de 1 radian en grados sexagesimales
usando este proceso se muestra a continuacion:

O3 H A |
11 1:F. Hiperbélicas||l:° 2:r

2:Unidad angular |[|3:%
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Presiona(=]) para acabar la conversion. Observa abajo que sesddo[s») para completar la
conversion de grados decimales a grados sexagesimalinutos y segundos. Se observa

claramente que un radian es un poco mayor gtie 57

11“

Vo [

&

Vo' @

11“

57°17'44.81"

A continuacién se muestran otros valores imporsansanddstrT) (10).

?[l"

=go!

i

180

Ar
4

VoF [

i

45

2R r
3

Vor [

120

Las conversiones de grados sexagesimales a radiameslizan directamente multiplicando por

T

180

Podrias realizar esta conversion almacenando dipficddor en una variable de memoria (usando
la tecla(sg) y multiplicando por dicha variable cada vez geeeasites realizar la conversion. La
pantalla siguiente muestra este proceso. (Por stgues necesario recordar que el multiplicador se
ha almacenado en la memaxja

Vo @

F 4
=T

A

Vo @

1
1807°

60x

ol
57

]
315%

ol
i

Si la calculadora esta configurado en el modo ra(gd CONFIG), puedes utilizar un procedimiento
similar al descrito arriba para pasar de gradosgesimales a radianes: consiste en introducir el
angulo y utilizar el men@rN para indicar que se mide en grados sexagesinfalesntinuacion se
muestran dos ejemplos. (Observa la pequefia R gart@ superior de la pantalla, que indica que la

calculadora esta en modo radian).
Vo @ &

60°

[F] A

P
315°

W

El gradian o grado centesimal

El gradian, o grado centesimal, surgié para prapoar una forma de medir angulos que fuera
coherente con el sistema métrico decimal, que sa ba potencias y multiplos de 10 para tanto
unidades de medida como numeros. El gradian, qusendiliza en la actualidad, salvo en ciertos
aspectos de la topografia, se define de maneraeguen angulo recto haya 100 gradianes. En
consecuencia, en un circulo completo hay 400 radigPuedes utilizar procedimientos similares a
los descritos anteriormente para convertir medidas.

En las siguientes pantallas se muestran algunagptge. Observa que la calculadora se encuentra
en grados sexagesimales (como muestra el pequaboleiD):

50

Vo @

A

45

77 8
200%

180
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Los valores y las relaciones entre funciones tiagogtricas se mantienen con independencia de cual
sea la forma en que se miden los angulos, como eltran las siguientes pantallas. En cada caso,
se esta determinando el seno del mismo angulouaw®utilizan diferentes unidades de medida:

F=ao| & o & -.-'E---'Iﬂg &
sendds) sen[%‘“] sen{50%)
42 42 42
2 2 2

Identidades trigonométricas

Se llamanidentidadesa aquellas relaciones algebraicas que son cipeis cualquier valor que
tome la correspondiente variable. GlassWizpuede usarse para explorar algunas relaciones
algebraicas

Un buen ejemplo de identidad tiene que ver cosém®s y cosenos de angulos complementarios (es
decir, aquellos que suman 90°).

Las tablas que se muestran a continuacion muesisasenos de angulos comprendidos entre 0° y
90° y los cosenos de sus angulos complementarios.

I=a0] o 0 o
f{xli=sen{x )l g(xi=cos{(90-x) Rango tabla
Inic. :0
Final : 90

Las dos primeras pantallas que siguen muestrarelgseno de un angulo tiene idéntico valor al
coseno de su angulo complementario. En la tercantalle se ha elegido otro valor patapara
sugerir que la relaciéon se cumple en todos lossgcdsajue corresponde, precisamente, al concepto
de identidad matematica.

Vo O VOF [ Vor [
Ed fimd atxd 4 foxd L] i fixd LS
1 u] u] 5 20| 0.242( 0.342 | EEEEE (0. 6634 | 0. 6634
2 5|0.0871|0.03871 [ 25|0.4226 (0. 4226 10 45|0. 7071 (0. 7071
3 10]0.1736 |0, 1736 T 20 0.5 0.5 11 50| 0.786| O.TEE
4 15]0.2588 [0, 2588 D SR (0.5735|0.5735 35 12 5510.8191 0.819141 55

En este caso, la identidad puede escribirse com@A$e cos (90° -A).

Existe una relacion de gran importancia entre ebseel coseno de un angulo, llamddantidad
Pitagérica Dicha relacion se expresa generalmente de laaf@itfA + cogA = 1.

Para cualquier angul&, el cuadrado del seno y el cuadrado del cosenarsdmTen cuidado con la
notacién de siA, que significa (sif)2. En las siguientes pantallas se ilustra la Identigitagérica
para un angulo de 8°. Observa que la calculadorpenmite usar la teclx?d inmediatamente
después de la tecfan], por lo que debe pulsarse después de cerrar iéatpais para cada término.

VTF O A VTF [ i VT [ i
sen{8) cos(8) sen(8)2+cos(8)°
0.139173101 0. 9902680687 1

Para ver que la identidad es siempre cierta (loeguan requisito para que la igualdad pueda ser
considerada una identidad) construye una tablaatires para la funciéf(x) = sirfx + cosx y
comprueba que siempre toma el valor 1.

VoF O 5 WO [ e Vo [ o
f{xd)=sen(x)*+cos (™| | * s o
2 & 1 & 26 1
3 11 1 T 31 1
i 16 1 £ T 1

1 36
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Es importante sefalar que la Identidad Pitagoreranjte hallar las razones trigonométricas de un
angulo a partir de una de ellas:

cosA=+ Fsen’A Y tanA = iin:‘
S

Comprueba que estas relaciones son correctas adalad en la calculadora para algunos angulos.
Sistemas de coordenadas

Ademas de tratar con triangulos, la trigopnometraktién esté involucrada en la representacion de
puntos en el plano. Las coordenadas rectangularegtiitiyen la forma mas comun de representar

los puntos. Este sistema de coordenadas consigtgpenificar cuan lejos esta un punto a la derecha
del eje vertical y cuan lejos esta sobre el ejézhotal. Asi, el punto (2, 3) esta 2 unidades a la

derecha del eje vertical y 3 unidades arriba detbotal.

En general, las coordenadas rectangulares se eapgagoorX, y). Las coordenadas rectangulares se
denominan con frecuenat@aordenadas cartesianasn honor a su inventor, el matematico y filésofo
René Descartes. Un sistema de coordenadas alersat laxoordenadas polaregjue se basan en
medir la distancia de un punto al origen y el aogld rotacién en el sentido anti horario que forma
la horizontal con la linea que une el origen copweito en cuestién. Las coordenadas polares se
representan por(0).

La ClassWiz incluye los comandodstrr () (Pol) y [sF) (=) (Rec), que permiten realizar
conversiones entre los dos sistemas de coordenBdas. utilizar dichos comandos, habras de
introducir una coma, disponible a tra@sr (0]. Las siguientes pantallas muestras como convertir
coordenadas rectangulares en coordenadas polasegurate que usas las unidades angulares
correctas (grados sexagesimales o radianes).

FY

7o 8 ]
Pol{2, 3} Pol (2, 3)

r=3. 605551275, &=i{r | | 475, §=56. 30993247

Dado que los niameros son demasiado largos comocphex en el ancho de la pantalla, usa el
cursor® para ver el resultado al completo.

En este caso, el punto (2, 3) puede representarséas coordenadas polares (3,61, 56,31), lo que
indica que se encuentra a 3,61 unidades del oggarmando un angulo con la horizontal de
56,31 en el sentido anti horario.

Comprueba en las figuras adjuntas que el mismooppoede describirse usando coordenadas
cartesianas y coordenadas polares.

(2,3) (3.61,56.31)

3.61
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Analogamente las siguientes pantallas muestrartdasdenadas rectangulares del punto que se
encuentra a 5 unidades del origen y rotadd &2Gsentido anti horario.

Vo [0 & Vot [
Rec{5, 120> Rec(5, 120}

x=-2.5,¥=4.33012"» || «. 5, y=4. 330127019

En consecuencia, el punto (5, 120°) puede rep@sentn coordenadas cartesianas como (—2.50,
4,33), aproximadamente. Observa que este puntocsemtra en el segundo cuadrante, ya que el
valor dex es negativo, y el valor de positivo.
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Ejercicios
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudax desarrollar tus habilidades con la calculadora
1. Halla a) sen 36b) cos 2 radianes c) tan 70 gradianes.
2. Expresa 34.458° en grados, minutos y segundos.
3. Expresa 26°15'45” en grados decimales.
4. Latangente de un angulo de un triAngulo rectangsild,6. ¢ Cual es la amplitud del angulo?

5. Construye una tabla de valores para la funciénmmpara angulos de entre 0° a 180°. Utiliza la
tabla para estudiar la relacion entre xgscos & — 180°)

6. Halla el valor exacto de sen 15°.

7. La amplitud de un angulo es 1,4 radianes. Expreta amplitud en grados, minutos y
segundos.

8. ¢Cual es la expresion en radianes de un anguloacnghtud es de 31°?
9. Ordena segun su amplitud los siguientes anguld@®, 222 radianes y 138°.
10. Escribe las coordenadas polares asociadas comtel g& coordenadas cartesianas (6, 5).

11. Escribe las coordenadas cartesianas asociadaspantm cuyas coordenadas polares son (4,
240°). ¢ En qué cuadrante se localiza el punto?

12. Unos estudiantes quieren determinar la altura d&rlowl que se encuentra a 50 m de ellos. Para
ello, miden el angulo de elevacién, que resultadeed7°. Calcula la altura aproximada del
arbol.

13. El area de un trianguldBC es A :%abserc. dondea y b son las longitudes de dos de los

lados yC es el angulo que forman. Usa esta relacion parangrar el rea del triangulo que se

muestra a continuacion.
150(\

94.8 cm

47.1 em
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Actividades

El principal objetivo de estas actividades es aytela usar la calculadora para aprender matematicas
Puedes pensar que algunas actividades son demaaiathzadas para ti. Ignora aquellas que aun noeewlas.

1. Considera. Las medidas reales realizadas con #tgimentos de medida siempre contienen
errores. Considera el triangulo rectangulo de ilmgna pagina de este médulo y asume que la
longitud del ladoAB es de 4,2 + 0,1 m y que la amplitud del andRiles de 38° + 5°. Explora
los efectos que tienen estas incertidumbres edl@llo del laddCA.

2. Construye una tabla de valores para las funcioees g coseno, con angulos entre 0° y 360°.
Usa un paso de 15 unidades para que la tabla ndeseasiado grande y estudia los valores
para buscar relaciones entre los senos y los cesgnangulos de diferentes cuadrantes.

3. Configura tu calculadora en radianes, en lugarrdgrados sexagesimales, y construye una
tabla de valores para la funcion seifg), = sin ), y para la funcidn coseng(x) = cos k), para
valores dex comprendidos entre O . Usa un paso de + 24. (Para introducir en la

calculadora tecleHr) )

a) Compara tu tabla con la que se sugiere en tl,tgue utiliza grados sexagesimales. ¢Qué
simetrias se observan en la tabla?

b) Utiliza el dibujo de un circulo unitario paraemder las razones de estas simetrias.

4. Configura tu calculadora en grados sexagesimakgiora las relaciones entre los angulos y
SUS senos.

a) ¢Si se duplica la amplitud de un angulo, seichupambién su seno? En otras palabras, ¢es
sen A = 2senA? Trabaja con un compafiero de manera que uno besqéey el otro sen &
para diferentes valores de Puede resultar de ayuda construir las correspotedi tablas.

b) De hecho, sen®= 2 senA cosA. Comprueba esta relacion con diferentes valoregrdgilo

A. Trabaja con un compafiero de manera que cada valdeeuno de los miembros de la
igualdad para diferentes valores AePuede resultar de ayuda construir las correspoteti
tablas.

5. La latitud de Perth, en el oeste de Australia,ee81P 57’ Sur, y la longitud, de 115° 52’ Este,
segunel Philips’s Great World Atlag(La latitud se mide desde el ecuador y la longdasde
Greenwich, Inglaterra).

a) Usa tu calculadora para expresar estas medidgmeos decimales.

b) Si la circunferencia de la Tierra es de 40 06Q ka qué distancia al sur del ecuador se
encuentra Perth?

) ¢ A qué distancia se encuentra Perth del Pol® Sur

d) Comprueba la localizacion de tu propia ciudadnds un atlas, Internet o el Sistema de
Posicionamiento Global (GPS).

6. Dibuja un triangulo sobre el papel y mide cuidadusate las longitudes de sus tres lados y las
amplitudes de sus tres angulos. Deberias poderr fasdiongitudes hasta el milimetro mas
proximo y lo angulos hasta el grado mas proxima ldsrelacion para el area de un triangulo
gue se ha mostrado en el ejercicio 11 y determir@ea de tu triAngulo de tres maneras
diferentes (dependiendo de cudl el angulo que seldgido como C). ¢En qué medida se
aproximan los tres célculos? Comprueba tus medisiamuidadosamente si fuera necesario.
Repite el proceso con otro triangulo y comprueladsgultados con los de otros comparieros.

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
58



Médulo 4: Trigonometria

Notas para los profesores

Este modulo destaca algunas formas en las que B @@lassWizpuede ayudar a los estudiantes a
analizar varios aspectos de la trigonometria. 8ayen las tres unidades de medida para los angulos
(grados sexagesimales, radianes y gradianes),oasd ¢as conversiones entre las coordenadas
rectangulares (cartesianas) y las coordenadasepolgt texto esta pensado para ser leido por los
estudiantes y les ayudara a ver como se puedeantifi calculadora para examinar varios conceptos
trigonométricos. Conviene que los estudiantes aemlilos Ejercicios individualmente, a fin de
adquirir destreza en el uso de la calculadora. Emto a las Actividades, es preferible que las
realicen en parejas, de modo que puedan discstidsas en clase y aprender los unos de los otros.

Soluciones de los ejercicios

1.a)0,5878 b) —0,4161 c) 1,9626 2.34°27'28,.8" 3.26,2625 4. 30,9638 grados5. Usa
un paso de 10° para ver que cos {180x) = —cosx 6. (V6 — V4)/4 7. 80°12'50.73"
8. 31m/180 = 0,541% 9. Exprésalos en las mismas unidades de medida paragwe
138 gradianes < 126° < 2,2 radiane$0. (7,8102, 39,8056°)11. (-2, —3,4641), en el tercer
cuadrante.12.50 tan 1%~ 15.3 m 13.1036 cd

Actividades

1. Esta actividad muestra la inevitabilidad de éwsores de medida y estudia algunas de sus
consecuencias. En el ejemplo, la longith@ puede ser tan pequefia como 2,23 m y tan grande
como 2,93 m, lo que representa un rango considger8isberamos que este tipo de exploraciones
desanimen a los estudiantes a usar todas las déi@males que proporcionan las calculadoras.
Puede resultar productivo discutir los errores @dida que se obtienen en las mediciones practicas
de longitudes y angulos (observa que los erroreéa fms angulos son mayores que para las
longitudes).

2. Esta actividad continda con aquello que se saigie la tercera pagina de este moédulo, e incluye
una extension a los angulos que no estan asoaaddsiangulos, como los comprendidos entre los
180° y los 360°. Puede animarse a los estudianmsiderar las relaciones entre las razones
trigonométricas del anguld y las del angulo A + 360). Las actividades de este tipo son
especialmente apropiadas cunado se asocian cojogliflzomo el circulo unidad) y pretenden
afiadir significado a relaciones formales del tips (180 —A) = —cosA.

3. Esta actividad pretende mostrar a los estudiagque las relaciones fundamentales entre angulos
no cambian cuando se modifican las unidades de daedorrespondientes. Observa que la
calculadora convierte a decimal el valor exacta gler+24.

4. Muchos estudiantes parecen haber desarrollagivdaea idea de que seA 2 2 senA. En esta
actividad se procede a explorar numéricamentesésizcion para poner de manifiesto lo incorrecto
de semejante generalizacion. Puede resultar mativafea tal efecto, usar un par de tablas fpaja
=sin Xy g(x) = 2 sinx.

5. Es posible que los alumnos necesiten una pegayi@da si no estan familiarizados con los
conceptos de latitud y longitud. Conviene expliesudjue la distancia del ecuador a los polos es de
10000 km (lo que corresponde a un arco de 90°naleera que puedan usarla para estimar las
distancias curvas proporcionalmente. [Soluciong8185 S, 115.87 E b) 35550 km c¢) 6450
km]

6. La calculadora permite realizar muchas activegdagracticas con medidas reales. Este ejemplo
ayudard a los estudiantes a ver la el valia dedrafla del area, pero también a apreciar la

importancia que tienen las mediciones precisaiiesi es inevitable que los resultados calculados
difieran de los medidos. Trabajar de esta maneeagudesanimar a los estudiantes a arrastrar un
ndmero excesivo de decimales en los resultados.
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Modulo 5
Funciones exponenciales y logaritmicas

Las funciones exponenciales y las logaritmicas aswm lugar muy importante en las matematicas,
y sus aplicaciones. La calculadora CASTIassWizproporciona un apoyo significativo para la
comprension y la aplicacion de estas nociones n#tems. Para comenzar con el médulo pon tu
calculadora en modo Calculo, presionaiue) (1].

Exponentes y raices

A estas alturas ya debes estar familiarizado cepddéencias, en particular con los cuadrados y los
cubos de numeros enteros. La calculadora permitellaa potencias mediante la repeticion de
multiplicaciones sucesivas de un nimero consiganmisAsi, si introduces en la calculadord,34
usando la teclgx?, la calculadora realiza la operacion884. Andlogamente, la tecf@] utiliza

la division para evaluar el inverso de un numerdoddtros exponentes como los que implican
fracciones, decimales o potencias mayores que quieren hacer uso de la tet§.

Cuando se opera con potencias que tienen la mias& pueden usarse las leyes de los exponentes.
Por ejemplo, el producto d€ ¥ 2° puede expresarse como una potencia de 2, sumgndo (
multiplicando) los exponentes. Para ver qué expenes el adecuado, una vez se muestre en
pantalla el resultado de la operacién, usa el cdm&ACT (al que se accede mediafig] [+»)),

COMo se muestra a continuacion:

VTF [ i VT [ i

2T x2? 27 %%

1024 210

De manera similar, para dividir potencias que tiel@emisma base, los exponentes han de restarse
(y no dividirse). A continuacién se muestra un gm
VT [ i VT [ i

3!+3 3!1+3

2187 37

Observa que estos calculos ilustran acertadamasnieyes de los exponentes porque la base de las
potencias es un numero primo. Si la base fueralumero compuesto, los productos y cocientes
deberian evaluarse con mas atencion, como se maesbntinuacion:

vTF [ i VT [ i

6°xB° 6°x6”

1679616 283t

Si bien el significado de potencias cuyo exponestein nimero, como 34natural esta bastante
claro, no esta tan claro cuél es el resultado denpias como 3# o 34 En el médulo 2 se
mostraron algunos casos de potencias fraccion&&awvio, por ejemplo, que elevar un niumero al
exponente 1/2 es lo mismo que aplicarle la raid@agsa, como se muestra a continuacion:

Vo [ i vo [ i lv"l:TfE i

i3 T
34- %34

5. 830951895 5. 830951895 34

1
342

Una relaciéon similar a esta es evidente para lassaubicas:
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5 Vo [} N lv"I:T-*E N lv"I:T-*E i ] N
Va4 343 34°x34%x34°
3. 239611801 3. 239611801 34

Propiedades como estas dependen de la ley deposentes, segun la cual cuando se multiplican
potencias que tienen la misma base, se sumanposentes.

1 1 1 111

a®xaixa’=a’si=al=a
Razonamientos semejantes a estos pueden ayudtnaemncual es el significado de los numeros
elevados a potencias fraccionarias o decimales.si@em, por ejemplo, 34 usando las
propiedades de los exponentes:

2 1 1

1101 1?2 1
=36 5= 36x 34:[ 34} 0 3%= 345:( %)@

-%'IH\)

3

En consecuencia, una manera de entender la potfac@onaria 34° es considerarla como el
cuadrado de la raiz quinta de 34. Otra manera tne@er dicha potencia es considerarla como la
raiz quinta del cuadrado de 34, como se muesti@sesiguientes pantallas:

2@@ A l-ﬂ'l:TI*EI i A E ¥oe 1 A
345 345 %347 134
1. 09818507 1. 09818507 1. 09818507

La calculadora muestra que estas dos maneras eledentas potencias de exponente fraccionario
proporcionan los mismos resultados decimales. Pamaprobarlo, se ha hecho uso de la tecla
exponente &%) vy de la tecla raid%z), respectivamente. Observa que’3ds un poco mas
pequefio que34, como se muestra arriba, lo que era de espergue 2/5 es un poco mas pequefio
que 1/2.

Hemos ilustrado estas propiedades para el numerpe3d el mismo argumento es aplicable a
cualquier otro numero positivo. Una importante ¢&la general que puede ayudarte a entender el
concepto de numero elevado a varias potencias sstrawa continuacion, para todos los entaros

y n (# 0) y para cualquier base tal gue O:

m 1\" m m 1

Aunque puedes calcular el resultado de elevar umenai a un exponente fraccionario o decimal
utilizando cualquiera de las representaciones ianés; suele ser mas conveniente calcularlo
directamente, usando la tecfay. Las siguientes pantallas muestran las tres piosibes de
calcular 34*

e T = it = 0. 9% " =
(1"37) {34% 34
4. 5554987 T0 4. 5554987 T0 4. 5554987 T0

Observa, en algunas de las pantallas anterioressgundo los exponentes 2/5 < 0,43 < 1/2, las
potencias respectivas de 34 mantienen la mismeidala

2 1 2 1
§<0’43<§:> £ < 34%< 34
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Exploracion de funciones exponenciales

Una funcion exponencial es una funcion en la quexpbnente es variable. Muchos ejemplos de
funciones exponenciales surgen de situaciones gnqle se produce un crecimiento o un
decaimiento. Por ejemplo, considera una poblaaidrial de 40 bacterias que duplica su tamafio
cada hora. Sx representa el nimero de horas que han transcuteside el inicio, el nimero de
bacterias en cualquier momento viene dado poglaesite funcion exponencial:

f(x) = 40x 2

Una buena manera de entender como crece la pabldeibacterias consiste en construir una tabla
de valores para la funcién. Usa el modo Tabla, e (3], y elige valores para desde 0
(inicialmente) hasta 24 (transcurrido un dia).

Vo 1 ¥oe 1
f {x)=40%2" ;| | "0 23
z 1 20 2d
3 2 160 23 5
i 3 320 26
0 671 088 640

Al desplazar la tabla se observa que la poblac&®hatterias se inicia con 40 individos y se duplica
cada hora. La tabla muestra con claridad que ipstelé crecimiento es muy rapido. Si te desplazas
a la parte inferior de la tabla, veras que desdaé®4 horas la poblacidén supera los 671 millones de
bacterias!

Observa que cuando= 0 ,f(0) = 40x 2° = 40 , ya que un nimero positivo elevado a cero es
siempre 1.

El crecimiento puede ser examinado en intervalosetepo menores que la hora. Por ejemplo, si
construyes una tabla de valores con un paso derOlagar de 1, podras observar como crece la
poblacion de bacterias cada seis minutos (0,1N®cdsitas reducir el valor maximo de la tabla a
2,9, para no desbordar la capacidad de la calod@adme permite tabular un maximo de 30

valores). He aqui algunos extractos de la tabla:

v @ v @
® fimd ® fixd ® izl
1 40 3 0.4| 52.78 9 0.8|69.644
2 0.1 42.87 & 0.5|596.568 10 0.9|7d.642
3 0.2 T 0.6 |60.628 11 1 E0
4 0.3149.245 g 0. 7 | IEEREE 12| 1.1 [EMaES
45, 9479342 64.98019171 85. 741877

Observa que la funcién exponencial, utilizada paoaelar crecimientos, produce resultados que no
son numeros enteros (cosa que no resulta razoeabl caso de las bacterias). Esta es una
caracteristica comun de los modelos matematicas sgumpre representan una version ideal de la
realidad.

Observa también que en cada periodo sucesivoblagon crece un poco mas que en el periodo
anterior. Asi, entre las 0 h y las 0,2 horas ldgmbn aumento en (casi) 6 individuos; entre 18sHD,

y las 0,5 h, en mas de 7 individuos, y entre l& 0y las 0,8 h, en mas de 9. Este tipo de
variaciones es tipico del crecimiento exponené&aplora por ti mismo algunas otras partes de la
tabla.

Las gréficas de las funciones exponenciales coe pasitiva mayor que 1 tienen una forma
distintiva. La siguiente grafica déx) = 2 se ha realizado con la calculadora grafica CA4O f
CG20 y muestra un rapido crecimiento para valoaestipos dex. La funcién sélo toma valores
positivos, pero son muy pequefios para0. Ten en cuenta que cuands 0, el valor de la funcién
es 1 (ya que%=1).
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[EXE]+ Mostrar coordenadas
Y1=2*(x)

E

s £ ol I tyigd ¢ ¢ v @

Algunas funciones exponenciales no describen crentos exponenciales, sirecaimientosSe
trata de funciones exponenciales cuyas bases sgoresagque 0 y menores que 1, por lo que cuanto
mayores son los exponentes, menores son los vaoeema la funcion. Un buen ejemplo de este
decrecimiento exponencial se da en la desintegragidiactiva. Todo material radiactivo tienen
asociado lo que se conoce covma media que se define como el tiempo que ha de pasarmpara

la mitad del material radiactivo que existe en wmanto dado se desintegre. Si se conoce la vida
media, se puede determinar la funcidn que caraatefidecaimiento exponencial.

Supdn que se dispone de una muestra de 20 g drmustagacia radiactiva cuya vida media es de 40
dias. Un modelo que permite predecir la cantidachaterial que queda en la muestra después de
dias es el siguiente:

f(x) = 20"

Dondeb representa la base del modelo. Si se sustitugstanexpresior = 40 (la vida media), se
ha de obtener, por la propia definicién de vida imeglief(40) = 10. Luego:

f(40) = 2®*° = 10
De donde puede hallarée=490,5= 0,98282= 1.0175, como se muestra a continuacion:

Vo [ L Vo [ A

0.5 Ans’

40

0. 9828205985 1. 017479692

Por lo que este modelo particular para el decatmieaxponencial puede expresarse
aproximadamente como:

f(x) = 20% 0,9828 0 f(x) = 20x 1,01748"

La primera expresion tiene base menor que uno prexge positivo, mientras que la segunda
expresion tiene base mayor que 1 y exponente neg&li construyes una tabla de valores para esta
funcidn, usando cualquiera de sus dos expresioezas claramente que su valor disminuye a
medida que la variabl)(aumenta, y con el tiempo se aproximara a cenoedida que el material

se desintegre. A continuacién se muestra una taipl@algunos valores que ilustran esta propiedad:

fixd fixd

1i.284
10.297 28 135
EREEN= 29 140
43]12.16132 20 143

1. c1Z])
20 9. 991619985 1. 616130505

fiwd
2.09635
1.9223
1.7e23

x ]
20 130

o]

27

o1
10
13

18,3328
15.214

1
2
3
4 15,417

Uso de modelos exponenciales

Las funciones exponenciales son muy Uutiles paraetaoclgunos fendmenos del mundo real. El
crecimiento exponencial (o el decaimiento) se pcedtuando una cantidad aumenta (o disminuye)
en un factor constante en cada periodo de tiempahbk procesos naturales de crecimiento son de
este tipo; tal es el caso del crecimiento de ldgodin de un pais, que por lo general se describe
mediante una tasa porcentual anual.
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Asi, durante cada periodo de tiempo, si el porgem’s constante, el crecimiento aumenta debido a
gue la propia poblacion se esta incrementando.

Los cambios demograficos no son tan rapidos coma|l@ se dan en las poblaciones de bacterias,
por supuesto, pero el tipo de crecimiento es ainmisn los dos casos.

Un ejemplo de crecimiento exponencial se observaAmbia Saudi, con una poblacion total

estimada en unos 30 millones de personas en 201fhay tasa de crecimiento anual de

aproximadamente el 1,5%. Para construir un modedtemmatico que describa la poblacion de

Arabia Saudi, suponemos que la tasa de creciminta poblacion es estable (aunque, en realidad,
es probable que cambie con el tiempo).

Cada afio la poblacién se incrementa en un 1,5%a Rmionocer este crecimiento como un
crecimiento exponencial es preciso entender quearemento del 1,5% equivale a multiplicar la
poblacién de cada afio por el 101,5%, o por 1,0%5.|A poblaciérx afios después del 2016 viene
dada por la funcién exponencial:

f (x) = 30x 1.018

Una tabla de valores te permitira estimar la pablaclespués de que hayan pasado varios afios.
Algunos ejemplos se muestran a continuacion. Tecuenta que las estimaciones de la poblacion

se expresan en millones, por lo que el modelo astjoe la poblacion de Arabia Saudi sera de,

aproximadamente, 40,4 millones en el 2036:

=T s | T fixa e fom)
f{x)=30%1.015 1| *20 12| Fis| 3z
z 1| =0.45 20 13 |=3. 208
5 2|=20. 908 21 | - | 40. 405
1 3| 31037 53
0 208

Modelos exponenciales como estos son utiles padepir el crecimiento. Pueden utilizarse para
responder a preguntas como "Si la tasa de crediongmtual continla, ¢, cuando debemos esperar que
la poblacién de Arabia Saudi alcance los 35 mibothe personas?" O "¢ Cuantas horas han de pasar
para que la poblacion de bacterias alcance el maillOPara responder a preguntas de este tipo, se
puede construir una tabla de valores para la faneixponencial que describe el crecimiento,
escogiendo convenientemente los valores para@ojrel Final y el Paso, como se muestra en las
siguientes pantallas:

EAC) Vo
i fimd I fixd
Bl HEERGED 3 14.4)|8647352
10 934,301 a6 14.5]|926819
11 10]324.816 Tl 14.6]|993340
12 11]35.338 gl 14,7 | IEETE
8 1064 635. 461

Al ajustar y desplazar la tabla se determina quedpuesta a la primera pregunta es sobre el 2016,
es decir, 10 afios después del 2016. La respudstaegunda pregunta ronda las 14,6 — 14,7 horas
después del inicio. Si bien estos enfoques puedsultar adecuados en la practica, existe una
aproximacion mas adecuada a este tipo de cuestieh@so de logaritmos. Los consideramos a
continuacion.

Logaritmos

La idea delogaritmo esta fuertemente relacionada con la idea de erp@nPara ver cOmo se
relacionan ambos conceptos, considera la funciporencial con base 10:

f(x) = 10°

Si conocemos el exponente, como por ejempto 1,2, podemos hallar el valor de la expresion,
usando la tecla de la calculad@. De hecho, existe un comando especial para fuesion
exponenciales con base 10, el comafitit?), al que se accede mediarfieT (og.l). Las pantallas

inferiores muestran el resultado de usar ambosdugto
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¥or 1 n ¥or 1 n
101.2 ml.E
15. 84893192 15. 84893192
Cuandox toma valores enteros, a veces ni siquiera es aiegessar la calculadora:
WO [0 i WO [0 i
10° 10!
1
1 000 10

Para los nUmeros que son potencias de diez, cob@p {D00, 10 000 ...) es relativamente sencillo
hallar los exponentes que da lugar a dichos val@es, 4..., respectivamente). Sin embargo, para
otros numeros es mucho mas dificil encontrar eespondiente exponente de 10. Por ejemplo, ¢ qué
exponente se necesita para fup= 10'= 6?

Una manera de abordar este problema consiste estr@ioruna tabla de valores para la funcion
exponenciaf(x) = 10. Observa con atencion las siguientes pantallas yar que con cada una se
estd mas cerca de encontrar el valor exacto de

El valor exacto parece hallarse emtre 0,778 yx = 0,779. Se pueden construir otras tablas para
aumentar la precision de este valor. Un enfoquerealtivo para determinar con suficiente precision
el valor buscado d& consiste en ajustar su valor hasta f(ue se aproxime 6. Esto se consigue
cambiando, sucesivamente, el valorxden la tabla yresionandd=]. A continuacién, se muestran
algunos ejemplos de este método:

= o B o B
i fimh i fimh i fimh
3 0.777(5.9841 3 0.777(5.9841 3 0.777(5.9841
4 0.77E|5.9979 4 0.77E|5.9979 4 0.77E|5.9979
S| iRl | 5. 9992 S| AR | . 0005 S| GGER] (5. 9999
&  0.78|&6.0255 &  0.T78|&6.0255 &  0.T78|&6.0255
0. 7781 0. 7782 0. 77815

Encontrar el exponente de 10 que da lugar a un riemeconcreto es una herramienta muy util, sin
embargo, la calculadora dispone de teclas espsadale permiten completar este proceso de forma
rapida y eficiente. El valor al que hay que eleyanm, ejemplo, 10 para obtener 6 se conoce como
logaritmo en base 10 de 6. Las siguientes pantailasstran que lagh = 0,77815. En la primera
pantalla, se ha usado la tefal), que requiere que se introduzca la base de l@sifowps (en este
caso, 10).

Vo @ ]
log;(6) log(6)

0. 7781512504 0. 7781512504

Los logaritmos en base 10 se usan tan ampliamemtean frecuencia se denominan simplemente
logaritmos (sin mencionar cual es la base), y leutadora usa la misma convencion. La segunda de
las pantallas superiores muestra este hecho: al aisaomando (siFT) () (log) no es preciso
introducir la base 10.

El logaritmo de un nimero es el exponente al qyegoe elevar 10 para obtener dicho numero. La
primera de las siguientes pantallas muestra quelef 0,77815, obtenido en las tablas de valores
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anteriores, es una buena aproximacion para logabpantalla central muestra que el valor
0,7781512504, obtenido mediante la tefdd es una mejor aproximacion. La tercera pantalla
ilustra el significado de log 6. En la practica, gdizan aproximaciones decimales, ya que la
mayoria de los logaritmos son numero irracionales.

A A ¥or [ A

0.7758 0. 7781512504 loalh)
0 0 10"

5. 999982725 6 6

Comprueba con tu calculadora que las dos operacionersas (elevar 10 a un exponente y
encontrar el exponente al que hay que elevar 18 phtener un determinado numero) estan
estrechamente relacionadas, lo que muestra laefemexion que existe entre las funciones
exponenciales y las logaritmicas. Estudia estasall@s cuidadosamente, ya que conjuntamente
reflejan la definicion de los logaritmos en base 10

+or [
log(w*7)

loa(oe) *
10 g

28 4.7

Los logaritmos en base 10 también se denominamitioge "comunes” y fueron muy importantes
durante siglos para realizar calculos mediantddasadaseglas de céalcule-antes de la invencién
de las calculadoras y los ordenadores.

Propiedades de los logaritmos

Hoy en dia no es necesario usar logaritmos paliaaeaalculos, especialmente cuando se dispone
de una calculadora. Sin embargo, un breve andlides forma en que se usaron los logaritmos
antiguamente para realizar calculos aclarara akydeaus propiedades.

Las propiedades clave de los logaritmos, que logroin tan Utiles en el pasado, derivan de la
siguiente ley de las potencias:

10°0x 1022 10422210y (107) = 102°= 16°°

Estas expresiones ponen de manifiesto que los w8nuere se escriben como potencias de 10
pueden multiplicarse sumando sus exponentes yagpeténcia de una potencia se puede hallar
realizando multiplicaciones. Es mucho mas facil aumgue multiplicar, y mucho mas facil
multiplicar que encontrar exponentes, por lo quetes de la era de la calculadora, la
representacion de los numeros mediante los logasitiacilitd enormemente el célculo,
especialmente a los cientificos e ingenieros. (bgaritmos se obtenian de tablas impresas, no de
calculadoras, por supuesto. Las reglas de calanien se usaban para obtener respuestas
aproximadas.)

Considera, a modo de ejemplo, las dos pantallasiguen:

Yo [ A Yo [
log(2)+1o02{3) log{6)

0. 7781512504 0. 7781512504

Observa que, siendo 2 3 = 6, se cumple que log 2 + log 3 = log 6, ya qu&os miembros
representan el mismo namere 0,778 ). De la igualdad anterior se deduce quequi2x 3 = 6
implica una multiplicacion, cuando se usan logasgnsoélo se requiere utilizar la suma.

2x3=6—1log2+log3=log6
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Para obtener nuevamente el valor 6 a partir dé leg necesario ser capaz de convertir el resultado
de un logaritmo (en este caso 0,778 ... ) de n@vain numero, lo que se completa en la
calculadora utilizando este resultado como expenéatlO, como se muestra a continuacion:

Vo [ A

l“ﬁns

6

Antiguamente, este proceso contrario también sabke a cabo utilizando un libro de tablas, y no
una calculadora.

Una idea similar se aplica a la divisién, que pueshdizarse a partir de la resta de logaritmos.
Veamos como con el siguiente ejemplo, en el queeakza la division 6 + 3 = 2 utilizando
logaritmos:

+o 1 &
log(6)—1log(3) e

0. 3010299957 2

Los logaritmos permitieron hallar potencias y raide forma sencilla a partir de multiplicaciones y
divisiones, lo que simplific6 enormemente el caclEn las siguientes pantallas, por ejemplo, la
doceava potencia de un numero se determina a gartirultiplicar su logaritmo por 12. Esta es una
manera mucho mas facil de calcular3gue multiplicar 3,2 por si mismo doce veces. Rpussto,
hoy en dia, es mucho mas facil usar la calculadioegtamente, como muestra la tercera pantalla:

Vo' @ A

Vo B & Vo B
1210g¢(3.2) e 3. ol?

A

6. 06179974 1162 921..5056 1162 921..5056

Los logaritmos en base 10 fueron especialmentesutidebido a que utilizamos un sistema de
numeracion decimal (que también tiene base 10)sigsentes tablas muestran algunos ejemplos
de la funcién logaritmic#x) = log x.

= fimd = fimd i fimd

1 a 1 10 1 1 1000 3

2 2 | gL 2 20 2 2000 | R

3 2|0.4771 3 20(1.4771 3 32000(3.4771

d| 4| 0,602 d| 40| 1.602 4] 4000] 3602
0. 3010299057 1. 3010299096 3. 301029996

Comprueba en las tablas superiores que log 20 A@og log 2 = 1 + log 2. También puedes
comprobar que log 2000 = log 1000 + log 2 = 3 + IogEstas igualdades demuestran que los
logaritmos de numeros grandes se pueden expresar @ suma del logaritmo de un namero
pequefio y el logaritmo de una potencia de 10, deeraaque las tablas de logaritmos recogian con
frecuencia solo numeros comprendidos entre 1y 10.

Como se ha sefialado anteriormente, tu calculadesbza ahora céalculos que anteriormente
requerian de registros y tablas. Busca una vidjk tde logaritmos y comprueba por ti mismo
algunas de las propiedades que se han descrigiapezcion.

Logaritmos en otras bases

La idea de logaritmo esta conectada con la de danexponencial. Hasta la fecha, hemos utilizado
solamente funciones exponenciales de base 10. rSlrargo, cualquier nimero positivo puede

servir como base. Asi, por ejemplo, dado otre 343, podriamos decir que el logaritmo de 243 en
base 3 es 5, lo que se escribe comel2hg = 5.
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En la calculadora, los logaritmos de bases posituseden obtenerse cfad), como se ha visto al
estudiar los logaritmos en base 10. Introduce & o los logaritmos y luego presio@@ para
introducir el nUmero en cuestion; después presisha

¥ [ h ¥or [ h ¥o# [ h
g log,(243) 41093026

243 5 243

La ultima de las pantallas superiores muestraguelécion entre el logaritmo de un nimero en una
determinada base y la funcion exponencial con lamai base es similar a la relacion que
corresponde a los logaritmos y potencias de base 10

Hasta ahora, hemos utilizado el comarfdg para obtener logaritmos en base 10, pero también
pueden introducirse logaritmos en otras bases. Rararlo, pulsa la teclfeg), introduce la base,
afiade una comalfir) O]) e introduce, finalmente, el nimero en cuestioncohtinuacion se
muestra cOmo se obtiene g8 = 7:

Vo [ A

v [ A
log(2,128> ploacz; 128)

7 128

(Cuando no se introduce ninguna base, se suponsegjtrata de la base 10.) Cualquier método
produce el mismo resultado, aunque por lo gensrad&s rapido usar la tedia.d). La eleccién del
meétodo es una cuestidon de preferencia personal.

Observa también que, para cualquier base poséiMagaritmo de la propia base es siempre 1, el
logaritmo de 1 es siempre 0 (ya que cualquier béseada a 0 es 1) y el logaritmo de un namero
positivo menor que 1 es negativo. A continuaciomsestran tres ejemplos de esas propiedades:

loga(7) : logi(1) : s
0g, 08g 4

1 0 3

Sugerimos que estudies otros ejemplos por ti migana comprobar estas propiedades. Comprueba
también que no se pueden hallar logaritmos de rasnmegativos o logaritmos en bases negativas,
ya qgue no estan matematicamente definidos.

Los logaritmos proporcionan una potente herramipata resolver algunos problemas practicos,
tales como el de las bacterias y el de la poblad@Arabia Saudi. Para determinar cuando se espera
gue la poblacion de bacterias alcance el milldmd&viduos hay que resolver la siguiente ecuacion
exponencial:

40x 2° =1 000 000
o Z'=25000

Puedes resolver este problema usando logaritmbasn?2, ya que la solucidx) €s el logaritmo en
base 2 de 25 000. El coman@ed) permite determinar el valor de dicho logaritmo:

Vo [ A Vo [
log,(25000) log,(25000)

14. 60964047 14°36°34. F1”
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La solucion es, aproximadamente, 14 horas y 36 twsnieste método de resolucion es mucho mas
sencillo que el que consiste en analizar la tablavalores de la funcion. Ten en cuenta que el
resultado (14,61 horas) se ha expresado en hoirasio® y segundos, utilizando la te¢ld), que se

vio en el mdédulo 4, aunque la excesiva precisioa sgl ha obtenido no tiene justificacién en el
contexto de este problema.

Existe otra manera de solucionar ecuaciones del 2p= 25 000. Consiste en calcular los
logaritmos a ambos lados de la igualdad (usangolgiedad segun la cual lcgf = b log a).

log (2) = log 25 000
xlog 2 =log 25 000
= log 25000
log 2

Este resultado es el mismo que el que se halldiamente, aunque resulta mas engorroso de
obtener.

o B
1og (250007
log(2)

14°36°34. 71"

Para hallar cuando se prevé gue la poblaciéon dei@&audi alcance los 35 millones de personas,
hay que resolver la siguiente ecuacion exponencial:

f(x) = 30% 1.015 = 35

1.015 =22
30

Puedes afrontar este problema usando logaritmogjugalas ecuaciones muestran que el valor
buscado puede considerarse el logaritmo en bagé #ig® 35/30. La calculadora permite encontrar
este valor directamente, como se muestra a coetémnjautilizando cualquiera de los dos comandos
para los logaritmos.

VT [ 35 i Vo O 35 A
108’1.015[%] lng[l.DlS, ﬁ]
10. 35359607 10. 35359607

En consecuencia, se prevé que la poblacion de &dniidi alcance los 35 millones de personas en
el 2026, es decir, un poco después de que haysoutrao 10 afios a partir del 2016. Nuevamente,

este proceso de resolucion es mas sencillo queieslcgnsiste en utilizar las tablas de valores

correspondientes a la funcion exponencial.

El nimero e y los logaritmos naturales

Muchas funciones exponenciales implican la constanatematicae. Este importante nuamero
irracional se puede definir de muchas maneras;uithel el valor limite cuandan se hace
infinitamente grande de la expresion:
n
1+1
n

Las siguientes pantallas muestran que a medida gumenta, la expresion tiende lentamente al
valor aceptado de~ 2.718281828459...
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e oot s 10oafion s % 10000

1 1 & 1
[1+IDDD] [1+IDDDDDD] [I'IDDDDDDDDD] &
2. 716923932 2. 718280469 2. 718281827

La constante es tan importante que los valores de la funcigoe&ncialff(x) = € estan disponibles
directamente en la calculadora con el comafe!), al que se accede mediaifseT) (In]). El propio
valor de e se obtiene de esta expresion cuamde 1. El valor dee también esta disponible
directamente cofilhiy) (xi0¥), como muestra la segunda de estas pantallas:

Vo O I Vo O &
e! €

2.718281828 2. 718281828

El nimeroe se utiliza ampliamente en matematicas. Un buemm{ees el de la construccion de
modelos para el cambio continuo, que se aproxintiang procesos de crecimiento y decaimiento
natural. Si una cantidad inici® crece o decae de forma continua a un ritmo anuahtonces la
cantidadf(t) después deafios viene dada por:

f(t) = P

Por tanto, en el ejemplo de la poblacion de Ar&aadi, la tasaanual es del 1,5 % = 0,015. Por lo
gue un modelo de crecimiento continuo requiere30 yr = 0,015. De acuerdo con este modelo, la
pantalla muestra que la poblacion después de 19 sdta de unos 34,9 millones de personas, cifra
esta que se aproxima mucho al valor calculadoianteznte:

Vor O i
SDED.DIEKID

34. 85502728

Los resultados no son idénticos, ya que el creaitnide la poblacién de Arabia Saudi, de hecho, no
es continua, aungque es una aproximacion aceptabséderarla como tal.

Los logaritmos en baseson muy importantes en muchas aplicaciones de d&ematicas, por lo
gue estan disponibles directamente en la calcudacion la tecldin]. La abreviatura ' In' refiere a
logaritmo naturaJ que es el nombre que reciben los logaritmos saéa

Los logaritmos naturales tienen muchas de las mafsiicas de los logaritmos vistos anteriormente.
He aqui algunos ejemplos:

FY

o] o] ry o]
In{1)> In(2)+1In{(3> In{(6)>

0 1.791759469 1.791759469

Las siguientes dos pantallas muestran que la farex@onencial y la funcion logaritmica natural
son inversas entre si (de forma similar a comodai@®n las potencias de 10 y los logaritmos
comunes):

o A Vo 1 A

D]
ln(ed.ﬁ) Eln(?.ﬂ)

4.5 7.3

De igual modo, las relaciones que se vieron pa#olgaritmos de distintas bases cuando se calculo
10925000 se mantienen para los logaritmos comunes ydturales:
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¥o [
log,(25000)

14. 60964047

Vot [
1og (250007

log(2)

Vo [
In (250007

14. 60964047

In(2)
14. 60964047

Observa que se obtiene el mismo resultado med@stees procedimientos.

Por ultimo, las graficas de las funciones logadtsitienen un aspecto similar tanto para los
logaritmos comunes como para los naturales, conestran las siguientes graficas, construidas con
la calculadora gréafica CASIO fx-CG20.

[EXE]: Mostrar coordenadas [EXE]+ Mostrar coordenadas
Yo=litrx ':'1=l::3‘ %
aF aF
B I —— 4 o
| | =T | | L x
10 10 9 4 4 § & ¢ @ § 1
1 1
2 2
=0, ¥=1.029619417 ¥=10 ¥=1

Ambas gréaficas pasan por el punto (1, 0), tomaargalnegativos para < 1 y no estan definidas
parax < 0. Las graficas tienen pendientes positivas,dism@inuyen a medida que aumert&Lada
gréfica es una reflexion respectoyde x de la funcién inversa correspondienfé) = €'y f(x) =
10, respectivamente.

Usa tu calculadora para explorar y comparar estgsqulades con las que se deducen del estudio de
las correspondientes tablas de valores. Por ejenegtodia las siguientes tablas, que muestran
algunos valores dfx) = In x y g(X) = log x que son consistentes con los graficos anteriores.
Ten en cuenta que los logaritmos solo estan deflnpéra valores positivos y que log 1 =In 1 =0.

vor [ vor [ O]
x fixd ELE 3] x fixd 1S ] x fixd E1E3]
1 0| ERROR| ERROR 1 2.7|0.9932|0.4313 2 2|2.0734( 0.903
2 0.5 -0. 692 | MR 2 2.8 | IEEEE (0. 4471 3 912.1972(0,9542
3 1 u] u] 3 2.911.0647|0. 4623 d 1023025 | I
4 1.5]0.4054| 0.17& 4 211.0925(0,4771 5 1112.3972(1.0413
-0. 3010299957 1.029619417 1
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10.

11.
12.
13.

Ejercicios
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudax desarrollar tus habilidades con la calculadora

EvalGal/27.
7
Evalla 15 .

3
a) Escribe 13 de dos maneras distinta usandore sigl radical ). Comprueba que de las
dos formas se obtiene el mismo resultado numeérico.

3
b) Evalia 13 directamente en la calculadora y caeta que el resultado es el mismo que el
gue se obtiene en el apartado b).

Una poblacion de células duplica su poblacion ediaa Trascurridog afios, la poblacion de
la muestra viene dada p¢x) = 60 x 2.

a) ¢ Cual es el tamafio de la poblacién inicial?

b) ¢ Cuantas células habra en la muestra trascsiitzidias?

c) ¢ Cuantos dias habran de pasar para que hayailtboes de células?

¢ Cudl de estos dos modelos exponenciales creasma@imo mas rapidof(x) =3 x 4 o
g(x) =12 x 3?

La poblacion de una ciudad China es de 2,1 miflaleepersonas y esta creciendo a un ritmo
del 1,8% anual.

a) Escribe la poblacion anual en forma de modepmeancial.

b) Construye una tabla de valores para determanaolblacion prevista en la ciudad dentro de
10, 20, 30 y 40 afos.

a) Encuentra el valor de lg81 y de logo9.
b) Explica por qué log9 < 1.

c) Explica por qué log81 es dos veces lgf.
Evalua:

a) log 10°

b) 10% =

a) Evalta Io%9

b) Escribe Io%9 como la diferencia de dos logaritmos, y usa®iltado que obtengas para
comprobar tu respuesta en el apartado anterior.

a) Evalta logr y 10g:28.

b) Explica la relacion entre los dos valatekaparatado anterior.
Evalla logel.

Resuelve 3= 143, usando la tec(e.0).

a) Hallalog 5y In 5.

b) ¢ Cual de los dos valores anteriores g®rdid&xplica por qué se deberia esperar que fuera
mayor.
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Actividades

El principal objetivo de estas actividades es aytala usar la calculadora para aprender matematicas
Puedes pensar que algunas actividades son demaaiathzadas para ti. Ignora aquellas que ain noeewlas.

a) Usa tablas de valores para comparar los modgfmmnenciales(x) = 0,8 y g(x) = 1,25%.
b) Explica la relacion entre los dos modelos.
¢) Encuentra otro par de modelos exponencialesguelacionen de manera similar.

La funcionm = 1 000 x 1,029 puede usarse para modelar el decaimiento radiadeévun
kilogramo de plutonio. En el modeloy es el nUmero de gramos de plutonib se mide en
miles de afios.

a) ¢, Quée parte de un kilogramo de plutonio quedpudssde 10 000 afios?

b) Construye una tabla de valores para ver cudntomo queda en la muestra cada 5 000
afnos, hasta llegar a los 40 000 afos. ¢ Cudl eddanedia aproximada del plutonio? (Esto es,
los aflos que han de pasar para que la muestrdusgsaea la mitad de su masa original.)

c) Un reactor tipico de 1 000 Megavatios produaes280 kg de plutonio cada afio. ¢Qué parte
de este plutonio quedaria si se dejara en un estatgenfriamiento durante 40 afios?

La evolucion de la poblacion mundi&l, (en miles de millones), durante el siglo XX hdosi

Afo (t) 1900| 1910 | 1920 | 1930| 194Q 1950 190 19y0 1980 0192000

PoblaciéonP) | 1,65|1,75 | 1,86 | 2,07 | 2,30 256 304 371 446 856,08

Se ha sugerido que la poblac®en el afid puede modelarse mediante la funcién exponencial:
pP= 8,7X 10—12 x e0,0136

a) Usa una tabla destle 1 900 para determinar cOmo encaja este modeléaaealidad.

b) ¢ Qué poblacion predice el modelo que se alcartguroximo afio?

c¢) ¢ Cuando alcanzara la poblacion los 8 mil mikode personas segun el modelo?

a) ¢ Qué relaciéon guarda el logaritmo de un niumenoet logaritmo de su cuadrado? Prueba
con algunos ejemplos para determinar la relacionégmplo, log 7 y log 49, log 13 y log 169,
log 10 y log 100)?

b) Compara el logaritmo de un nimero con el lagearide su cubo.

c) ¢Cual es el efecto de tomar logaritmos en difesebases en los apartados a) y b)? Por
ejemplo, ¢cudl es la relacion entre el logaritmbase 4 de un numero y de su cuadrado?

Considera los siguientes datos experimentalesgharamero de las célulag) (que observé un
microbiologo en un cultivo despuésxidias:

x dias 1 2 3 4 5
y células 15 46 134 400 1220
a) Representa en papel milimetraden funcion de. ¢ Cual es la forma de la gréafica?
b) Representa en papel milimetrado yogn funcion de. ¢ Como ha cambiado la grafica?
c) Representa en papel milimetradoslpgn funcién de. Describe la forma de la gréfica.
d) Utiliza tus gréficas para sugerir una relacidtrex ey.

Construye algunas tablas de valores para compamaiohes logaritmicas comx) = log, X
para varias bases)(y para 0 <x < 10. Usa, al menos, tres bases diferentes. Cengbgunas
tablas para resolver estas cuestiones:

a) ¢ Para qué valor ddienen todas las funciones el mismo valor?

b) ¢ Para qué valores ges negativi(x)?

c) ¢ Para qué valores derecen mas rapidamente los valore§(xe

Puedes usar tablas de valores para realizar bosguégjidos de algunas graficas.
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Notas para los profesores

Este mddulo destaca las formas en que la CAS#3sWizpuede apoyar a los estudiantes a entender
los exponentes, asi como las funciones exponescialdas logaritmicas, y a utilizarlas en
aplicaciones matematicas. El modulo hace uso delombabla y varias teclas logaritmicas y
exponenciales. El texto esta pensado para ser peidtos estudiantes y les ayudara a ver como se
puede utilizar la calculadora de varias manerasths. Conviene que los estudiantes realicen los
Ejercicios individualmente, a fin de adquirir degt en el uso de la calculadora. En cuanto a las
Actividades, es preferible que las realicen enjpayele modo que puedan discutir sus ideas en clase
y aprender los unos de los otros.

1.1,933 2.7,352 3. a)V16° = (‘{/Ef 4. a)60 b) 245 760 c) sobre 15 5.f(x)

6. a)P(x) =2,1x 1,018 b) 2,51, 3,00, 3,59, 4,29 (millones]. a) 1,908, 0,954 b) log;9 <
log1010 = 1 c)logio 81 =logo 9*=21logo9 8.a)0,6 b) 2t 9.a)0,255 b)log9—log5
10. a)1,404, 2,404 b) log, (7x4) = log, 7 + logs4 = log, 7 +1 11.0 12.logz143~ 4,517
13.a) 0,699, 1,609b) In 5 es mayor porque la base del logaritmo es meno

Actividades

1. La actividad llama la atencion sobre las dosrdiftes formas de representar el decaimiento

exponencial: con exponente negativo (y una bas@ntae 1) o un exponente positivo con una base

menor que 1. Los estudiantes familiarizados coriegss de los exponentes deben ser capaces de
explicar por qué estas dos alternativas dan el migsultado en este caso y en general. [Respuestas:
a) las tablas son las mismas; b) los modelos s®mmiemos; c) otros pares se pueden encontrar

mediante la eleccion de bases reciprocas la upaatesde la otra.]

2. El decaimiento radiactivo es una aplicacién irtgpie de las funciones exponenciales. Los
estudiantes pueden responder a estas preguntazasqu la tabla correspondiente, aunque los
estudiantes mas sofisticados pueden responderadiadp b) usando legze 0,5. Hay que tener
cuidado y recordar quese mide en miles de afios. Una grafica puede ayudlas estudiantes a
visualizar el decaimiento. [Respuestas: (a) 75X#) gproximadamente 24 200 afos (c) 229,7 kg]

3. Los modelos de poblacion son importantes ejesngdofunciones exponenciales. En este ejemplo
se utilizae para demostrar su amplia utilidad. EI modelo najasta a los datos con precision, pero,
no obstante, ofrece una importante sensacién deicaiModelos similares podrian ser exploradas
con datos propios del pais del propio estudianiessdatos estan accesibles en linea. [Respuestas:
El modelo b) predice 6,93 millones de dolares @rda015, que es un poco baja c) a finales del
2025.]

4. Esta actividad invita a los estudiantes a esgplta relacion logd = k log x. Esta relacion se
mantiene independientemente de la base de losittngar [Respuestas: a) los logaritmos de
cuadrados son el doble de los logaritmos de losengsnoriginales b) los logaritmos de los cubos
son 3 x los logaritmos de los niumeros c) lo misar@ podas las bases]

5. Esta actividad requiere gue los estudiantestrpantos en una grafica. Hay que tener cuidado
para elegir las escalas adecuadas, especialmaatelpapartado a). Los estudiantes deben ver los
efectos de linealizacion de las transformaciongaritmicas, que sustentan el modelado exponencial
en la estadistica y son la base para el papekgréaémilogaritmico. La mayoria de los estudiantes
necesitaran ayuda con el apartado d), a menos s§ée familiarizados con el uso de logaritmos.
[Respuestas: a) exponencial b) lineal c) lineal pamdiente = 1 d) la relacion esta cercy debx 3

La relacion quizd sea mas facil de ver en el godfic que parece mostrar g 1,46 +x]

6. Seria de gran ayuda para los estudiantes diblganas gréaficas aqui, ya que son un poco mas
faciles de interpretar que las tablas de valorm@sspuestas: a) para= 1,f(x) = 0 b) 0 <x <1
c) cuanto mas pequefo sea el valoadmas pronunciada es la pendiente.]
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Modulo 6
Estadistica univariante

El andlisis estadistico de datos requiere apoymotégico y descubrirds que I&lassWiz
proporciona un buen soporte para la estadistisatante —que es aquella en la que interviene una
Unica variable. En los dos proximos mdodulos utiénaos el modo Estadistica de la calculadora. En
este modulo nos centraremos en la estadisticanamt®, y en el siguiente, en la bivariante.

Iniciacion en la estadistica

La estadistica univariante implica informacion sobna sola variable. Para empezar, introduce el
modo Estadistica cofieny (2] y selecciona estadistica univariante ¢an (1-Variable). Las otras
opciones implican datos bivariantes (con dos veEgly se usaran en el siguiente moédulo:

D]
®+ = l:1-Variable |
32 TP BE g Al 2:y=atbx
Jiv=atbxtcx= Estadj_$t ical
2:Estadistica div=a+bh+In{x) 1-Variable

Los datos univariantes a veces tienen frecuens@dadas, de modo que cada valor puede repetirse
varias veces. Esto se discutird mas adelante emegtulo, pero por ahora, vamos a suponer que las
frecuencias no estan involucradas. Para activamflarmacion sobre las frecuencias, utiliza
CONFIG, selecciona la segunda pagina Geny después puls@] Estadistica.

E ]

é,lf‘recuencia? —
1:0n

2:01ff

g o

Seleccional2] Off y, a continuacién, aparecera una tabla desdatoblanco, para introducir los
datos como se muestra en la pantalla de arribeer@bsjue al presionar la tedrx] la calculadora
muestra que esta preparada para hacer frentestatiistica univariante.

Introduccion, edicion y comprobacion de datos

La calculadora permite introducir hasta 160 regsspara una sola variable, o un maximo de 80 si
se incluyen las frecuencias. Si dispones de méak6@eregistros, tendras que utilizar frecuencias
(como se describird mas adelante en este mismolmpdu

Para ilustrar el uso de la calculadora para elisgalnivariante, considera los siguientes datas, q

se obtuvieron de un experimento basado en el ciationde diversas plantas de la judia a partir de
sus semillas. Se midieron las alturas de una seriplantas seis semanas después de que fueran
sembradas, y se obtuvieron los siguientes resdt@kpresados en centimetros):

246 21,4 27,1 30,2 20,4 20,7 21,812225 21,6 31,8 21,0 17,1 27,7 2849
24,7 24,0 23,6 19,1 20,8 24,8 22,36224,4

Si no aparece la tabla de datos en pantalla, tgfp(3]) (Datos). Introduce los datos en la
columnax y pulsa la tecld=) después de cada registro. Observa que, tras pae&®, el cursor se
mueve hacia abajo, hasta la siguiente fila dediata

=

23
24

22,3

29.6
235 I
26

24.6 24. 4

Nth =

z
3

o L b

1.
T
0.

Siempre es posible introducir errores de escrifpwalo que conviene 0s comprobar las entradas. Si

cometes un error al introducir un valor antes dsgrua tecla(=), puedes corregirlo utilizando la
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tecla DEY; introduce el valor correcto y presiof@). Si detectas un error en un registro, utiliza el
cursor para resaltarlo e introduce el valor cooeét medida que se introducen los datos, puedes
desplazarte hacia arriba y hacia abajo usa@loy . Puedes desplazarte en cualquier direcciéon
y, en particular, puedes desplazarte desde elailmor al primero, y viceversa (como si los datos
estuvieran en un bucle). A medida que te desplaeeds que los valores resaltados se muestran en
la parte inferior de la pantalla con mas precisidnayor tamafio del que muestran en la tabla.

Observa también que la calculadora ha introducider?lugar de 21,0 y 24 en lugar de 24,0, a pesar
de que los valores se han escrito con un puntonddci

><
21.8
]
17.1
27,7

11
12
13
14

21

Una vez se han introducido todos los datos, unailemomprobacion proporciona el nimero de
registros. En este caso, el ultimo registro ocagdd 25, que coincide con el nUmero de entradas d
la lista. Si se ha introducido el nimero correeigistros, pulsdac) para salir de la ediciéon de datos
y luego pulsa0ry] para ver las opciones del modo Estadistica. Semedte, puls&®) para ver la
segunda pagina, como se muestra a continuacion:

1:5eleccion tipo j1:5umatorios
2:Calc l1-variablei2:Parametros l
3:Datos S:Minimo/Maximo

Es una buena idea comprobar las entradas maximaigna) ya que pueden manifestar la existencia
de errores de escritura. Para acceder a estasdantidesde el menld OPTN, presi@ia
Minimo/Méaximo y selecciona los valores minimos oxims:

1:min(x) 2:Q: nin¢x)
3:Med 4:0Q5 naxCx) 8.1
Simax{x) 299. 11

Hemos introducido incorrectamente estos dos valomao se puede comprobar con solo echar un
vistazo a los datos originales, donde todos losrgalson numeros de 2 digitos con una sola cifra
decimal. En este caso, se han introducido erragessdritura (aunque es poco probable que hayas
hecho los mismos errores en tu calculadora).

b

277
15| TS
16)  24.9
17 24.7

299.11 8.1

14

Para corregir cualquier error, tecl@en (3], para volver a la lista de Datos. En nuestro caso,
desplazamiento rapido indica que el 8° registrol(2€ ha entrado incorrectamente, asi como el 15
registro (28,1). Estos registros pueden corregins®duciendo el valor correcto en lugar del
incorrecto:

[C]

21.8

kS
1. 27,7
]
22.5
2l.6

15| ERS
18] 24.9
171 24.7

29.1 28.1

T 14
a
el

10
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Una vez introducidos los datos, puedes afadir rueggistros utilizando el comanden (2]
(Editor). Ten cuidado y evita abandonar el modadtstica, ya que si lo haces se eliminaran los
datos que hayas introducido en la tabla, puesltaledora esperara un nuevo conjunto de datos
(incluso aunque vuelvas a entrar de inmediato emoelo Estadisticeny (2]).

Parametros estadisticos

Una vez estds seguro de que has introducido logs dedrrectamente, puedes obtener los
correspondientes parametros estadisticos mediantergl OPTN. Presion@c para abandonar la
tabla de datos y teclefry (2). Se requieren tres pantallas sucesivas para mdsuas los
paradmetros, como se muestra a continuacion. (OCbostrsimbolo del cursor en la parte superior de
la pantalla, que indica que puedes volver al men€rar, si lo deseas, presionarig@.)

E] A
E =24.132 5H =3. 742616978 maixd =31.18
an =603, 3 n, =25
EnE =145394,93 mincx1 =17.1
dEH =13. 446176 1 =21.2
ay =3. bELA02T Hed =24
5% =14.00643333 [z =27.4 l

Estos pardmetros estadisticos se pueden obteneiduamente mediante el procedimiento por el
cual se obtuvieron los valores maximo y minimoaltsta de datos. Pulgsc) para salir de la tabla

de datos, presion@Ty y, seguidamente, puls®), para ver la segunda pagina. En las siguientes
pantallas se analizan las opciones 1: Sumatorbbdarametros. (Observa el simbolo del cursor que
aparece en la parte superior de la pantalla. Inglisase puede acceder, de nuevo, al meni OPTN
presionandd<@®.)

l1:5umatorios 1:xx 2:2:-{"lE 1:% 2:GEE
2:Parametros I 3:0% 4:82x%
3:Minimo/Maximo 5:8x% :

. . . _ X e . . -
Por ejemplo, lamediade la lista de datos se calcula come ZTy esta disponible en el menu

Parametros, tecleandpt] y después(=]). En este caso, la media de 24,132 cm representa un
promedio de las alturas de las plantas.medianade los datos es el valor medio, que se puede
obtener individualmente en el mend Minimo/Maximamno se muestra en las siguientes pantallas:

1:Sumatorios l1:imin{(x) 2:@.}11 X -
2:Parametros I 3:Med 1:Q3 24.132
3:Minimo/Maximo W5:max(x) Med 557

La media y la mediana describen en qué medidaatus eéstan agrupados (o centralizados) en torno
a unos determinados valores, pero también es imertconocer cual es la dispersion de estos
datos. Una medida de esta dispersion eangjo, que se define como la diferencia entre los valore
maximo y minimo de una lista de datos. En el ejengd las judias, el minimo y el maximo son
17,1y 31,8, respectivamente. En consecuenciangbrse puede calcular mentalmente como 14,7.

Del mismo modo, elango intercuartilicoo intercuartil se obtiene de restar los cuartiles superior e
inferior, obteniéndose un valor de 3,1.

min (x) max (x)—min(x) (Q3—01 )+2
17. 1 14.7 3.1

31.8

max{x)
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El rango es una medida bastante cruda de la diépets los datos, ya que solo usa dos valores. La
desviacion estandar de una poblacion, represeptada, mide con mas precision la dispersion de
los datos:

2
vz - & TDLC)
Oy = —
La desviacion estandar se basa en todos los detas)lo en los valores extremos. En este caso, si
dispusiéramos de todas las plantas de judias, didemos una desviacion estandar de,
aproximadamente, 3,67 cm, como se muestra a cactdnu Lavarianzg de aproximadamente
13,45 cm, podria obtenerse presionando la tegJadespués de obtener la desviacién estandar, o
podria obtenerse directamente desde el menlu Pao&dmet

OX

g2y

3. 66690278
13. 446176

No es frecuente tener acceso a toda la pobladgi@masuna muestra aleatoria de esta. En ese easo, |
medida mas apropiada para la dispersion de los @atteestimacion no sesgadke la desviacion
estandar, representada gor
2
2 _Xx)
LX°

S =
x n—1

En general, como se deduce del estudio de lasédorifas,s, es un poco mayor qus, debido a
gue el denominador es menor. Es apropiado usaesaiacion estandar de la muests, Si
consideramos las judias como una muestra de udacpoh En este caso, la muestra de 25 plantas
tiene una desviaciéon estandar de la muestra dey3)id varianza de la muestra de 14,01.

O]

S5X
3. 742516978

14. 00643333

S52¥%

Ademas de estos parametros estadisticos, a vesd@arétil obtener las sumas de los registros
originales y las sumas de sus cuadrados, ya qae ssh los valores que utiliza internamente la
calculadora para realizar los calculos de la deBuiaestandar. Estos valores se obtienen a paitir d
menu Sumatorios:

1:Z2x 2 :z;;z ZX
ZX=

603. 3
14894. 99

Los parametros estadistico que proporciona la lzamlota sugieren que las alturas de las plantas se
extienden de forma aproximadamente simétrica, aomdyoria de las alturas comprendidas entre
dos desviaciones estandar de la media. El diagdentaja y bigotes que se muestra a continuacion,
usando cinco de los parametros que se han estydiadéirma la afirmaciéon anterior:

24777

Niﬂ - i&l Md\\

s
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Frecuencias de datos

A veces, un conjunto univariante de datos comprendg de 160 observaciones, el limite para la
calculadora, por lo que se requiere agrupar logsdan frecuencias. En otras ocasiones, los datos
univariantes se recogen de forma rutinaria confregsiencias respectivas, por lo que se manejan
mejor en la calculadora utilizando dichas frecuasici

Cuando se utilizan frecuencias, existe un limite8@eregistros (cada uno con su frecuencia
asociada). En efecto, esto significa que tu catlorka puede manejar conjuntos de datos numéricos
mas grandes, con tal de que se pueden organizar ®as de 80 valores distintos.

Para activar las frecuencias, utiliza la segundgingadel menid CONFIG, como se muestra a
continuacion, y seleccionfd] para acceder a la configuracién Estadistica. S8aqente, pulsa
nuevamenteg1] para activar las frecuencias. A continuaciénjaatila tecla0PTy para seleccionar la
estadistica de 1-variable, necesaria después daiaraeh nimero de columnas de la tabla de datos.
Observa que este cambio borrara todos los datosegeecuentren en la tabla.

-

l:Estadistica l:Seleccion tipo jl¢Frecuencia?
2iTabla |l2:Calc 1-variable’|l:0n

3:iDec periodico 3:Datos 2:0ff
4:5implificar

Cuando accedas a los datos utilizando el menu is8tad veras que los datos se borran y que ahora
aparecen dos columnas, una para los datos y oadgsafrecuencias asociadas:

W Frec

PO S

Para ver como la calculadora maneja las frecuenoctassidera la siguiente tabla, que muestra los

datos relativos a las alturas de un grupo de 4Ba&snile una escuela. Las alturas fueron reportadas
por las propias nifias, con una precision de cefridsieComo hay mas de 160 nifias y mas de 80

alturas diferentes reportadas, fue necesario agtapalatos para permitir el analisis. Los datos se

registraron en los intervalos que se indican.

Por lo general, se utilizan entre 6 y 10 intervatsique, por supuesto, son posibles otros métodos
de agrupacion.

Para introducir los datos en la calculadora, seesgmta cada intervalo por su punto medio (marca
de clase), como un valor independiente de la viarialtura,x. Después de que se haya introducido
un valor y se haya presionado la te@&, el cursor se mueve hacia abajo en la columna en
cuestion. Por esta razdn, es mas facil introdosidatos en columnas (primero todas las marcas de
clase y después todas las frecuencias), pero ateggue los valores de y las frecuencias
coinciden.

Altura (cm) Marca de clase | Frecuencia
120 - 129 1245 1

130 - 139 134,5 9

140 - 149 1445 60

150 - 159 154,5 152

160 - 169 164,5 161
170-179 174,5 57

180 - 189 184,5 13

190 - 199 194,5 2
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Una buena forma de asegurarse de que se hanuatiodos datos correctamente consiste en
comprobar que las marcas de clase y las frecueesias alineadas en la tabla de valores.

W Frec
1| 1z24.5
2 1z24.5 ]
3 144.5 &0
4] 154, 5 [ e
152

Una vez se han introducido todos los datos, paeneblos parametros estadisticos presi@chy,
seguidamente[ory) (2] (Céalc. 1-variable):

] -
z =159, 7967033 Sn =10.65425243 maxix) =194.5
& =707, 5 FilE =455
En= =11669953, 75 mintx) =124.5
i =113, 2636155 11 =154.5
0 =10, 4253802 e =164.5
= =113.5130943 5 =164.5

En este caso, observa que el nUmero total de megissn = 455, aunque soélo se introdujeron ocho
valores, lo que demuestra que las frecuenciasrsatraducido correctamente.

Agrupar los datos de esta manera supone, por soplegpérdida de informacion individual, con el
resultado que algunos parametros estadisticos sapnamitiles de lo que podrian ser. Observa, por
ejemplo, que en este caso la mediana (Med) y dtilcsaperior Q3) coinciden en el mismo
intervalo, por lo que no se distinguen el uno ded.o

Las frecuencias no sélo son relevantes cuandorsadrapado los datos. A veces, se utilizan debido
a que los datos ya se recogieron con sus frecigemig@aforma natural. Por ejemplo, en un
experimento probabilistico, cada uno de los 25démtes de una clase tiré diez veces tres dados de
seis caras, con lo que se genero la siguientébdiskbn:

Total 3 4|5 6] 7 8/ 9 10 11 12 13 145 |16 |17 | 18

Frecuencial 5 5 11115 |29 | 21| 22| 39| 31| 28 1613 |9 3 2

Estos datos pueden introducirse en la calculagonpezando cofweny (2] y (17, lo que borrara los
datos previos. El ajuste de la frecuencia se mdrdesin cambios, y nos permitira ingresar los datos
y sus frecuencias respectivas.

0] o] -
x Frea ¥ Frea S =3, 022339847
1 3 | — 14 16 a h =Rl
2 4 5 15 17 3 mincxl =3
3 5 5 15 12 | [11 =g |
4 & 11 17 He =11
1 2 (X =13

Es una buena idea comprobar la entrada de dat@sfddma de hacerlo es recuperar el nUmero de
registros a partir del menu Calculo 1-variable, oa®@ muestra arriba. En este carso,250.

Nuevamente, el interés principal reside en halarmedia y la desviacion estdndar. Ambos
parametros se muestran a continuacion:
O]

X
10.°7

3. 022339847

El resultado que se obtiene para la media no epénado, ya que el resultado medio de lanzar un
unico dado es de 3,5, por lo que se podria esperrrel resultado medio de tirar tres dados de
forma independiente fuera aproximadamente tress\v@ée es decir, alrededor de 10.
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Ejercicios
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudax desarrollar tus habilidades con la calculadora

Un agricultor registré el dinero (expresado en aijpque recibié cada dia de la semana en un
puesto del mercado de agricultores:102.50, 25@310®.20, 150.70, 207.40, 120.90, 210.00

Usa la calculadora para hallar la media y la degMmeestandar de los registros.

Una secretaria registrd el nimero de llamadas egibié diariamente a lo largo de una semana:

Dia Lunes Martes Miércoles Jueves Vierngs

Llamadas 140 125 134 132 1260

a) Encuentre la media y la desviacion estandanaakero de llamadas diarias para esa semana.

b) Después de completar sus célculos, la secret@ricuenta de que los datos del viernes se
habian registrado erroneamente: la cifra corractae 126, y no de 1260. Edita los datos para
corregir este error y determina nuevamente la metiialesviacion estandar

Se realizé una encuesta a un grupo de estudiamt@ésadescuela secundaria local con edades
comprendidas entre los 7 y los 12 para averiguamtoudinero llevan a la escuela. Los
resultados que se obtuvieron, expresados en $ sstian a continuacion:

5.20, 6.15, 0.40, 10.55, 2.56, 5.12, 16.40, 2518220, 1.45, 6.35, 10.10, 15.20, 18.75, 2.30,
0.80, 1.20, 6.90, 8.50, 2.30

Introduce estos datos en la calculadora y obtéwsttims parametros estadisticos con el menu
OPTN: media, mediana, desviacion estandar (no daggauartil mas bajo y el rango.

El nimero de mascotas que tienen 70 estudiantescd@daria:

N° mascotas 0 1 2 3 4 5 6 7 8

N° estudiantes 12 25 12 10 6 2 1 0 2

Halla el numero medio de animales por estudianligardo frecuencias en tu calculadora.
Cada uno de los estudiantes de la clase de Weratla tin dado de seis caras. Los resultados
son: 34122356141532465662415444261524366243524324861

a) Halla la media y la desviacion estandar no sksda los resultados.

b) Ahora representa estos datos como una distdbuig frecuencias. Determina, nuevamente,
la media y la desviacién estandar no sesgada dedakados. Comprueba que los parametros
estadisticos coinciden en los dos casos.

Un artista pinto tres cuadros cada mes durantéion a

a) Halla la media y la desviacion estandar no delero de pinturas mensuales sin usar las
frecuencias.

b) Repite los célculos del apartado anterior, usaitbra frecuencias.

c) Sin usar la calculadora, determpa y Y x?. Comprueba que los resultados de la
calculadora son los mismos que los que has obtéfido

Aprendiendo matematicas con la ClassWiz
81



Barry Kissane

Actividades

El principal objetivo de estas actividades es aytela usar la calculadora para aprender matematicas
Puedes pensar que algunas actividades son demaaiathzadas para ti. Ignora aquellas que ain noeenlas.

1. Dos grupos de estudiantes hicieron el mismo eraen el mismo momento. Estos son los
resultados que obtuvieron los dos grupos:

Grupo A:5,5,5,7,4,5,5,7,8,8,7,6

Grupo B: 0, 9, 1, 4, 3, 10, 10, 8, 3,4 10, 10

a) Determina las medias y las desviaciones estdgglale los dos grupos. Comenta las similitudes
y las diferencias.

b) Encuentra otro conjunto de datos diferente cngdia sea también 6.

2. Dos clases de 30 estudiantes realizaron un iexgp@o que consistia en lanzar un dado y
registrar los resultados. Cada estudiante landéd diez veces, con los siguientes resultados:

Resultado del dado 1 2 3 4 5 6
Frecuencia 47 55 45 54 55 44

Una segunda clase de 30 estudiantes llevé a cabsmlo experimento con estos resultados:

Resultado del dado 1 2 3 4 5 6
Frecuencia 54 45 48 56 48 49

a) Encuentre la media y la desviacion estarglpdé los resultados de cada clase.

b) En parejas o en grupos, tira un dado un tot@d0feveces y registrar los resultados. Compara la
media y la desviacion estandar con las de lasldes<

c) Investiga los efectos que tiene sobre los paréasiestadisticos la combinacion de los resultados
de las dos clases en un solo grupo, con frecuéstailede 600.

3. Un minorista australiano de articulos para @ahnalispone de personal con diferentes salarios
anuales: El director general (100 000 $), dos eadas de ventas (60 000 $), un asistente personal
(50 000 $), dos miembros del personal adminiswwa0 000 $), un organizador de almacén (40
000 $), un transportista (35 000 $) y una recepsiarg30 000 $). Calcula la media, la mediana y la
moda de los salarios anuales. Si él director géaaraenta su salario en 100 000 $, hasta alcanzar
los 200 000 $ anuales, ¢ cuales son los nuevos eaénestadisticos? ¢ Qué observas?

4. Usa (stF1) (4] (Ran#) repetidamente para generar un nimero dleaotre O y 1 en cada uno de
los registros de una tabla de valores; cada numleatorio sera, probablemente, diferente a los
demas. Los nimeros aleatorios pueden extende®réenente en el intervalo (0, 1), comprueba
su dispersion analizando,Qa mediana y @ Compara la dispersion de tus datos con los s ot
estudiantes. La distribucion deberia ser mas undazuanto mayor sea el nimero de registros.

5. Explora con la calculadora el efecto de tramséorvalores. Para ello, introduce un pequefio
conjunto de datos como {2, 3, 5, 7, 8} y determaanedia y la desviacion estandar.

a) Sumale 3 a cada registro y determina la medgadgsviacion estandar. Compara los resultados
con los parametros originales.

b) Multiplica cada registro por 4 y encuentra ladiaey la desviacion estandar. Compara los valores
obtenidos con los pardmetros estadisticos origgnale

6. Experimenta con tu calculadora para construicamunto de datos formado por diez elementos
cuya media sea 50 y cuya desviacion estandar sea 10
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Notas para los profesores

Este modulo sefiala como GlassWiz en su modo Estadistica, puede ayudar a los astedi a
entender el analisis de datos univariantes. Ebtexta pensado para ser leido por los estudiantes y
les ayudara a ver como se puede utilizar la cadouapara examinar datos de varias maneras.
Conviene que los estudiantes realicen los Ejeicidividualmente, a fin de adquirir destreza en el
uso de la calculadora. En cuanto a las Actividadegreferible que las realicen en parejas, de modo
gue puedan discutir sus ideas en clase y apremslenbs de los otros.

Soluciones de los ejercicios

1.x=193,1,0 = 68,31,s= 73,78 2. a)358,2, 504,15 b) Usa [0y (3] para editar datos. 131,4,
6,15 3. a)x=8,09,Mdn =6,25,s=7,00, Q; = 2,3, rango =253 -0,4=24,8.193 5. a)x =
3,5,s=1,71b) x=3,5,s=1, 71, igual que a) resultado: 1, 2, 3, 4, 5frécuencia: 8, 10, 7, 11, 7.
6.a)3,0 b) El mismo resultado: 3, &) =x = 12x 3 = 36,5x* = 12x 9 = 108.

Actividades

1. Esta actividad ilustra como las desviacioneanestr describen la variabilidad, ya que los dos
grupos tienen la misma media de 6, pero la priragnaenos variable que la segunda. Para construir
una nueva serie de datos con media de 6, anima aslodiantes a que editen un conjunto ya
existente de datos usando el menl Estadistica,sedi1] (2]. Observa que la media no se ve
afectada siempre y cuando el toka{, se mantenga. [Respuestas: 6,5, = 1,35,55 = 3,86.]

2. Esta actividad te ayudara a demostrar que lws ddeatorios no son siempre iguales, y resultara
atil para simular datos reales, asi como para datys secundarios. Con suficientes datos, los
resultados seran bastante consistentes, aungdémgcos. Es instructivo ver que la combinacion de
distintos datos agrupados no afecta a la mediavardabilidad de las puntuaciones. [Respuestas:
a) 3,49, 1,68y 3,49, 1,71 c) combinada 3,49, 1,69]

3. El principal interés de esta actividad consésteexaminar el efecto de los valores extremos®n lo
parametros estadisticos. Los estudiantes veramogualores atipicos tienen efectos draméaticos en
la media mediante la experimentacion con otrosdssgbosibles para el director general, editando la
serie de datos. [Respuestas: la mediana y la modazan los 40 000 $ y la media se eleva de los
50 556 $ a los 61 667 $.]

4. Esta actividad permite a los estudiantes congprebsistema de generacion de niumeros aleatorios
de sus calculadoras, asi como entender las disivites uniformes.

5. Los estudiantes pueden explorar las transfoonasi de datos para ver sus efectos en los
parametros estadisticos. Anima a los estudianéep@imentar con otras operaciones para entender
sus efectos, incluyendo el uso de pares de opeeg;itales como restar 2 y luego multiplicar por 5.
Esto les ayudara a ver el significado de una toamsfcion muy importante: la transformacion
normalz = (X - W/o, que se representa en la calculadora cbifRespuestas: originalmente= 5, s

~ 2,55 a)x =5+ 3 = 8sno sufre cambios bj =5 x 4 = 20s~ 10,20 6 se multiplica por 4).]

6. Hay muchos posibles conjuntos de datos que @amgain los requisitos, al menos
aproximadamente. Esta actividad pretende que tadiaates experimenten y vean como los datos
afectan a los parametros estadisticos. Un congimtétrico de diez valores alrededor de 50 dara
lugar a una media de 50, mientras que si se esplasiaalores se produciran varias desviaciones
estandar. [Respuesta: Un posible ejemplo es elintn{ 35,39,42,45,48,52,55,58,61,65} cor
50ys~9,9]
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Modulo 7
Estadistica bivariante

El analisis estadistico de datos requiere apoymotégico y descubriras que |€lassWiz
proporciona un buen soporte para la estadistiGaibnte. Utilizaremos el modestadisticacomo

en el modulo anterior, para centrarnos en la estedide dos variables. Muchas de las operaciones
gue ofrece la calculadora son similares a las guatiéizaron para el estudio de la estadistica
univariante.

Iniciacion a la estadistica bivariante

La estadistica bivariante implica datos con dogabéas, por lo que el interés se centra en laidlac
entre dichas variables. La calculadora asume quedaables se denominarey, respectivamente.
Para empezar, entra en modo Estadistica, Mwh(2]). Todas las opciones (excepto la primera)
implican calculos estadisticos con dos variables. nuestran siete modelos diferentes para
representar la relacién entre las variables. Pageear, selecciong], lo que te permitira explorar
una relacion lineal en la fornya= a + bx

X+ I'FT == l1:1-Variable 1:yv=a+e”{(bx)

""d i g d il 2:y=a+bx 2:v=a*b"x
3:v=at+bx+cx=z 3iv=a+x"b

2:Estadistica d:v=a+b+1n{x? 4:y=a+b/fx

Aunque es raro que asi sea, los datos bivarianteses tienen frecuencias asociadas, de modo que
cada par de datos podria repetirse varias vecpsn8temos por ahora que las frecuencias no estan
implicadas. Para desactivar las frecuencias eabla,tusa CONFIG, selecciona la segunda pagina
con ® y pulsa(1] Estadistica.

-

LFrecuencia?
1:0n
2:0ff

[

Selecciond 2] Off y veras una tabla de datos en blanco paw como se muestra en la pantalla
de arriba.

Introduccion, edicion y comprobacion de datos

La calculadora permite introducir un maximo de 8@tps registros para cada una de las variables.
Si dispones de mas de 80 pares de datos, tendragiligar frecuencias.

Para ilustrar el uso de la calculadora para eli@g@ivariante, considera los datos de mas abajo.
Unas enfermeras estaban revisando los pulsos deiflos de una escuela y querian saber si se
podian obtener buenas lecturas durante solo 1:mdeguya que creian que eso les ahorraria mucho
tiempo. Las enfermeras midieron el niumero dedatidkel corazén de un grupo de 14 nifios durante
15 s y después repitieron las mediciones durante 6btuvieron los siguientes resultados:

X (pulsaciones enl15 s 14 16 12 15 (13 |19 |14 |23 |23 | 24| 17| 20| 18

y (pulsacionesen60s) 57 65 43 59 41 |75 (51 |82 | 87 | 86| 58| 70 68

Conviene introducir primero todos los datos queesponden a la columna ya que después de
pulsar (=], el cursor se desplaza hasta la siguiente fila dabla y almacena un 0 en la colunyna
como se muestra a continuacién. Seguidamente,atel@n la columng utilizando primero® y
despuésa e introduce los valores que correspondan, presiings) después de cada registro.
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Siempre es posible introducir errores de esctigspecialmente si se introduce un elevado numero
de registros, por lo que es aconsejable compreaisagntradas. Si cometes algun error al introducir
antes de pulsar la tec(&E]), puedes corregirlo inmediatamente con la t@elR introduce el valor
correcto y luego pulsgs]. Si detectas un error en un registro concretbzatel cursor para resaltar

el registro incorrecto y reescribe el valor commect

A medida que introduces los datos, puedes desf#alzacia arriba y hacia abajo usando las teclas
del cursor@ y ®, o hacia la izquierda y la derecha, usa@oy ®. Puedes desplazarte en
cualquier direccion y, en particular, puedes pdsandltimo valor de la tabla al primero, o vicegers
(como si los datos estuvieran en un bucle). A needide te desplaces por la tabla, veras que los
valores resaltados se muestran con mayor dettdimgiio en la parte inferior de la pantalla.

Una manera de comprobar que los datos se han uisicm correctamente, consiste en observar el
namero de registros. En este caso, el ultimo palaties (18, 68) es el registro 14°, que coincide co
el nimero de registros de la tabla.

Si deseas introducir un nuevo par de datos, men#&aabla de datos se muestra en pantalla,
presionalory) (2] Editor.

Una vez se han introducido todos los datos, puisaepo (Ac) y despué$rty para entrar en el men
Estadistica, cuya primera pagina de se muestratamuoacion. (Observa que este menu es diferente
al que se obtiene si puls@aN mientras la tabla se muestra en pantalla).

o

1:5Seleccion tipo

2:Cal 2-variables

Fstadistica|3:Calc regresion
v=a+bhx|d:Datos

Es una buena idea comprobar las entradas maxiniaigney ya que suelen ser de interés, en tanto
gue permiten calcular el rango (y a veces puedatener errores de escritura). Para acceder a
dichos valores desde el meni OPTN, piBe Cal 2-variables y utiliza® para bajar a la cuarta
pagina. Los cuatro valores minimo y maximo paeg se muestran a continuacion.

-
End =19576a06
mincs) =12
masis) =25
mingy) =41
maxty) =92 l

En este caso, los cuatro valores son correctoa.d@aregir cualquier error, pul$g) seguido de
(4] Datosy edita las entradas que corresponda.

Parametros estadisticos

Antes de emprender cualquier analisis estadisiémportante comprobar la exactitud de los datos
gue se han introducido. Una vez estés seguro dehgsidantroducido los datos correctamente,
puedes obtener los correspondientes parametradiststas a través del menli OPTN. Pufsad
para salir de la tabla de datos[yy para mostrar el menu. Al puls@§e]) Cal 2-variables se
muestran cuatro paginas con parametros estadisficamtinuacion se muestran las tres primeras,
la cuarta se mostré anteriormente.
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- - -
E =14 | 5K =4.278748919 ay =15, 8242909
&9 =252 h =14 g2y =269, 6703297
EHE =474 7 =G6. BRT14286 | oy =]k, 42164211
d<y =17 Z¥ =936 Zy =1"7734 l
dy =4, 123105626 oye =ha0534 an =a4752
SEH =15. 30763231 qey =250. 4031633 xZy  =351788

La segunda pagina del mend OPTN te permite examynatilizar parametros estadisticos
individualmente. La media de los pulsos mas coffids segundos), representada poresta
disponible pulsandd2] Parametrosy después(1](=]). La media de los pulsos mas largos (60
segundos), representada @orse puede obtener regresando al meatametros en la segunda
pagina del mend OPTN, y después tecledmj@=):

l:Sumatorios 1:% 2:62% X =
2:Parametros |3:JX 1:g2x - 18
3:Minimo/Maximo 5:8X 6G:n

1:Regresion Ty 8102y 66.85711286

Puedes utilizar la calculadora en el modo Estadigtiara realizar calculos con los parametros
estadisticos. Por ejemplo, para calcular una cyertiz de la media de los pulsos mas largos (una
vez has obtenido los resultados mostrados en lésri@es pantallas) utiliza la tecla de
repeticion®@® y edita la expresién, como se muestra a contibnaci

16. 71428571

Aunque este resultado se acerca a la media dellsssmue se tomaron durante 15 segundos, es un
poco menor que dicha media, lo que sugiere, quag, las lecturas mas cortas son un poco
mayores de lo que seria esperable.

En cuanto a los parametros estadisticos univasahtey dos medidas de desviacion estandar para
cada variable, coro para la desviacion estandar de la poblacidos para proporciona una
estimacion para una muestra, tal como se explia Brodulo 6.

En generals es un poco mayor que

OX
4. 123105626

4. 278748919

SX

Ademas de estos parametros, a veces resulta téi@blas sumas de los resultados originales y de
sus cuadrados, ya que estos son los valores diza utternamente la calculadora para determinar
la desviacion estandar. A continuacion se muestsias sumas, que se obtienen pulsajido
Sumatorio®n la segunda péagina del menu OPT:

1:2x 2:2;{E
3:Z¥ 4:2¥y2
512Xy 6:2x3
TiZXZY 8:2x14
Las relaciones entre algunos de estos sumatogbsatculo de varianzas y medias se describieron
brevemente en el Mddulo 6. Sin embargo, la maydeiasuarios prefieren no hacer uso de estos
sumatorios y dejar que la calculadora proporciarecthmente los parametros de centralizacion y
dispersion.
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El uso de un modelo lineal

La principal razén para estudiar dos variables\selaes entender la relacion que existe entre. ellas
La calculadora te permite explorar varios tiposalaciones. La mas importante de ellas implica un
modelo lineal de la formg = a + bx (dondeb es la pendiente de la rectaes la ordenada en el
origen). Al comienzo de este moddulo, elegiste estelelo en la pantalla inicial del modo
Estadistica. La calculadora proporciona el mejodeim de ajuste de este tipo para los datos
introducidos, proporcionando valores pangab.

Para acceder al modelo de regresion lineal, tgfla para mostrar el ment OPTN, y desp(@s
para que se muestren los célculos de regresion

l1:5eleccion tipo w=ahy

; . =-01, 151 260504
2:Cal 2-variables h=3. 72365906
3:Calc regresion r=0. 3635670561
4:Datos

En consecuencia, el mejor modelo de ajuste lineah @stos datos (redondeando a dos cifras
decimales) es:

=-0,15+3,72 0 y=3,7%-0,15

La relacién entre las dos variables se acercartastala relacioly = 4x, que es la que se espera
entre el numero de pulsos medidos en un interval60dsegundos y el numero de pulsos medidos
en un intervalo de 15 segundos, basandose en eestiopde que el numero de latidos en 60
segundos es cuatro veces el numero de latidos seglLiidos.

La segunda pagina del menu OPTN te permite accedes parametros de regresion de forma
individual, a través dé4] Regresion

-
1:Sumatorios l1:a 2:b
2:Parametros l FwT 4%
3:Minimo/Maximo 5%
4:Regresion

La calculadora te permite usar el modelo linealodma automética para predecir el valorydgue
corresponde a un valor concreto xdePor ejemplo, para predecir el nUmero de latigdse 60
segundos sabiendo que el niumero de latigoser( 15 segundos es= 30, introduce 30 y luego el
comandop del menl Regresién, sequido @8:

[C]

-~

111.5294118

(La marca de acento circunflejo solgrmdica que se trata de un valor estimado). Paredsnodelo
lineal predice unos 112 latidos en 60 segundos.

También es posible usar automaticamente el mouahadallpara predecir un valor deasociado con
un valor concreto dg Por ejemplo, parga= 100, el comand#® predice que = 27 latidos:

100%
26. 90293454

La calculadora también proporciona una medida deocge acercan los datos al modelo estudiado.
El parametro estadistico que se usa eveficiente de correlacignmepresentado por el simbaly
accesible desde el menu Regresion. El coeficiemteodelacion siempre se encuentra entre -1y 1
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(los dos valores extremos representan un ajustegp@rdel modelo). En este caso, el modelo lineal
es un buen ajuste a los datos, yamesta muy cerca de 1:

[C]

0. 9699670561

Siempre es una buena idea examinar visualmenteddtss bivariantes mediante gréficos de
dispersion, para ver cual es la aparente relacidme elas variables. Puedes realizar las
representaciones en papel cuadriculado, represkntaaos los puntos y el modelo lineal. Las
calculadoras graficas, como la CASIO fx-CG20, saspakitivos eficaces para realizar estas
representaciones. La siguiente pantalla muestimgtama de dispersion junto con el modelo lineal,
mostrando claramente que los puntos se agrupaa der@ linea, lo que confirma que el modelo
lineal es una buena opcidn:

B BadForndl [d7c]Real
Regri@ssion FEF
1onf P

st

=1 e
=

A0t -

=0

=

w9 " y=171.5%04118

En la pantalla también se muestra la prediccida yar30 usando el modelo lineal, lo que pone de
manifiesto que la prediccién es correcta fueraraeio definido por lo datos que se han recogido.
Las predicciones de este tipo se llaneatrapolacionesy generalmente resulta arriesgado confiar
en los datos que proporcionan. Las predicciaeggrodel rango de datos se llamaterpolaciones

y suelen ser mas defendibles que las extrapolatione

Otros modelos de regresion

Aunque las relaciones lineales son los mas amplitangtilizadas, t«ClassWizte permite explorar
otras relaciones entre variables. Los modelos f@ssibuestran en el modo Estadistica, después de

pulsar oy (1] Seleccion tipo

l1:5eleccion tipo f{1:1-Variable l:v=a+e”(bx)
2:Editor 2:v=a+bhx 2:v=a+*b"X
3:Cal 2-variables||[3:yv=a+bx+cx2 3iv=a+x"b
4:Calc regresion |[4:v=a+b+1n{x) 4:yv=a+b/x

Ten cuidado: cuando eliges otro modelo de dos Béegmen este menu, tus datos permanecen en la
calculadora. Pero si eliges un modelo de 1 variabl@ro modelo de dos variables entrando en el
modo Estadistica cofen) (2], se borraran los datos y tendras que introducirogvamente.

Los modelos disponibles son los siguientes:

Lineal y =a+bx

Cuadratica y=a+bx+cxX

Logaritmica y=a + blnx

Exponencial y = aé*

Exponencial y = ab®

Potencia y=axX

De proporcionalidad inversa  y=a+b=x

HENEEERM
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Observa que, en casi todos los casos, la calcaakiimara valores dey b. La excepciéon es la
regresion cuadratica, donde también se calculalon para el coeficiente cuadratico

Para interpretar los resultados que ofrece la lzalowa, es necesario que te asegures de que sabes
gué modelo se esta utilizando para describir lé@sd&xcepto en el primer caso de modelo lineal,
todas las relaciones utilizan modelos no lineakestales modelos se les llaman, a veces,
curvilineos ya que sus graficas muestran curvas en lugainéad. En el modo Estadistica, el
modelo elegido se muestra en pantalla, a modoodedatorio, cuando se pulsa la tefalg.

Consideremos otro ejemplo, relacionado con el griecito de una planta de arandanos. Siew-Ling
planté un pequefio arbusto de arAndanos en su cfingle midié su altura, que resultd ser de 16
cm. Volvié a medir la altura el mismo dia de cadssmurante 15 meses, excepto un mes, en el que
la familia estaba de vacaciones. A continuaciomsestran los resultados que obtuvo:

Mes 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1( 11 12 1314 15

Altura (cm) | 16 18 19 19 24| 28 31 34 35 44 g4 {47 Y101| 105

El modelo lineal a menudo es una buena eleccidm nggresentar los datos, al menos como primer
intento. Para demostrarlo, tecl@aw) (2] y después(2], para introducir un nuevo conjunto de
datos, borrando los anteriores. Introduce los mesda columnx y las alturas en la colummay
deja vacia la celda que corresponde al dato gigmeea, como se muestra a continuacion:

o]

S u
9 2 25
10 9 a4
11 11
12 12 T4

64

Una buena medida del ajuste del modelo lineal al&gs se puede obtener a partir del coeficiente
de correlaciorr, que en este caso parece bastante alto, comoranuéss siguientes pantallas, del
menu Regresion (al que se accede medipame™® (4)):

l:a E:b* r -
Jar 4:% 0. 9496692904
S

Para ver los detalles de este modelo lineal, sdguuebtener estimaciones, separadamente, para los
términosa y b a partir del menu Regresién o desde la opcionuBalbe regresion que se muestra
abajo:

-
l:Seleccion tipo vashy
2:C0al 2-variables A5 d0
3:Calc regresion r=0. 3436632304
4:Datos

El modelo lineal mas adecuado para los datos quesentroducido ey = 5,93% + 2,41. Este
modelo sugiere que el arbusto de ardndanos crese5)d cm de promedio cada mes a partir de un
tamano de partida de poco mas de 2 cm.

Siew-Ling utiliz6 este modelo para predecir el vajoe falta (para = 10). Una forma de hacerlo es
utilizar los parametroa y b que se han obtenido a partir del menu de Regrgmdam un valor
concreto de (almacenado en la memor como se muestra a continuacion:
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]
10-x

a+bx

10
61.76

Sin embargo, este tipo de calculos pueden readizzmgomaticamente, utilizando la capacidad de
prediccién, desde el menu Regresion. Introducegrorel valor dex y después el comando

[C]

10%
61.76

Siew-Ling estaba preocupada porque el modelo limealparecia describir demasiado bien el
crecimiento, a pesar de que se habia obtenido eficiemte de correlacion muy alto. Siew-Ling se
dio cuenta de que el crecimiento real parecia sgonal final del periodo que al inicio, por lo que
no parecia ser tan regular como sugeria el modsall Ademas, el tamafio inicial era mucho
mayor que 2,4 cm y el valor predicho del dato cpl@alha parecia ser demasiado grande. Asi que
decidi6 representar un diagrama de dispersiongiddtos en papel milimetrado, como se muestra a
continuacion:

| 1T R y ‘ b
1 i ]

Después de observar su grafico de dispersion, Biegvpenso que podia ser mas apropiada una
relacion no lineal que un modelo lineal, y decidiestigar un modelo cuadratico.

Para cambiar de modelo no tienes que tedied{2]y elegir el nuevo modelo, ya que esto borraria
todos los datos y tendrian que introducirse nuengné&n su lugar, debe usafeay (1J:

1:5Seleccion tipo J|1:1-Variable
2:Cal 2-variablest|2:yv=a+bx

3:Calc regresion |[(|3:y=atbx+cx®
4:Datos 4:v=a+b+*1nix)

Pulsa (3] para seleccionar el modelo cuadratico y obsena lgs datos no se han borrado o

modificado. Cuando pulsefc], la ClassWizte recordard que se esta utilizando el modelo
cuadratico. Los calculos de regresion muestranegpmmodelo cuadratico para los datos de Siew-
Ling. Como con el modelo lineal, el menu Regresépermite obtener estimaciones individuales y
hacer predicciones.

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
90



Médulo 7: Estadistica bivariante

| ’ YR HCRE b 1: 2:h b
a=18. 31245244 s o
h=-0, 353494293 3:c 4:%,
Fetadistica c=0.4559189347 5t %a 6:%
y=atbx+cx=

Un modelo cuadratico para estos datog 48,31 — 0,96+ 0,46¢. La forma habitual de escribirlo
esy = 0,46¢ — 0,9& + 18,31, en orden descendiente de las potencias Hste modelo parece
ajustarse a los datos mejor que el modelo lingalgde utilizarse para predecir el valor que falta
parax = 10:

54. 31940299

Una vez mas, para entender lo que esta hacier@adaWiz puedes hacer este tipo de predicciones
utilizando los coeficientes de regresi@y,b, ¢, como se muestra a continuacion. Como era de
esperar, el resultado es el mismo:

]
10-x

10
at+bx+cx?
54.31940299

La prediccion esta a medio camino entre la altespdés de 9 meses y después de 11, y parece ser
mejor que la prediccidn que se obtuvo a partinaadelo lineal.

Para examinar en qué medida se ajustan bien loglosod los datos, se pueden representar las
gréficas correspondientes. Las calculadoras gsafieamiten obtener diagramas de dispersion; a
continuacion se muestran los que corresponden d¢lmdineal y al modelo cuadratico.

En las graficas se observa claramente que el madeldratico encaja mucho mejor con los datos
gue el modelo lineal, ya que la parabola, a difgeede la recta, se acerca a la mayoria de puntos.

B Badorn] [dic]Real
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El modelo exponencial

Un amigo de Siew-Ling le sugirié que utilizase uad®lo exponencial de algun tipo para modelar
los datos. (Las funciones exponenciales se tratanoel médulo 5). Siew-Ling, decidio explorar
esta relacion y, una vez mas, utiligdy (1) para seleccionar el tipo de modelo sin perdedédes
introducidos previamente. Esta vez eligié el modadponenciay = al'. Los resultados se muestran
a continuacion:
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Estadistica

¥y=a-+*b"x
Asi que el modelo exponencial que mejor se ajusdtes alatos ey = 14,36 x 1,14 Usando este
modelo, la prediccion para el valor que falta paral0 es muy similar al sugerido por el modelo
cuadratico:

53. 51687038

Esto sugiere que, en este caso, los dos modeldsastamte similares.

La ClassWizproporciona un coeficiente de correlacion pama@tielo exponencial, a diferencia del
modelo cuadratico. Dicho coeficiente, como se maests arriba, resulta ser 0,993.

Este valor estd muy proximo a 1 y es mayor queakdrvque corresponde al modelo lineal=(
0,95), lo que sugiere que el modelo curvilineajasta mejor a los datos que el modelo lineal.

La siguiente pantalla, que corresponde a una ealoth grafica, muestra que los dos modelos
curvilineos que se han utilizado son muy parecgtosl rango de los datos recogidos.

B Badlfom] [dic)Real

= 5L
_-'==-'-"--:F
e

5 :
[ae® | ab* ]

Se requiere mucha precaucion a la hora de haceicpi@nes utilizando modelos derivados de los
datos que se han recogido, especialmente cuan@eoeldisciones estan fuera del rango de datos. Es
decir, en este caso, es mas apropiado hacer udieqda parax = 10 {nterpolacior) que hacerlo
parax = 20 gextrapolacion. Para ilustrar los peligros de las predicciomesisidera estas tres para
la altura de los arbustos después de 20 mesesudeda con el modelo lineal, el cuadrético y el
exponencial, respectivamente:

208 20¢ 208
121.11 181. 5101405 199. 1435602

10 15

En general, las extrapolaciones son mejores cuan&ssdatos se tengan. Cuando el nimero de
datos es pequefio, han de extremarse las precasiadaéora de hacer predicciones.

Para ver como y por qué son tan diferentes lag@otsiciones de las pantallas anteriores, conviene
analizar la siguiente pantalla de la calculadoreS{Afx-CG20, donde se muestran a la vez las
representaciones graficas de los tres modelos.
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Esta pantalla muestra que, mientras que los dole®durvilineos son muy similares en todo el
rango de datos, divergen rapidamente después ygri@h grandes diferencias en las estimaciones
después de, por ejemplo, dos aftos @4). Del mismo modo, se observa que el modakalino
refleja la naturaleza curvilinea del crecimientola plantas de arandanos, a pesar de mostrar un
buen ajuste en el rango comprendido extred yx = 15.

En la practica, los modelos lineales son muy ingaes porque describen suficientemente bien

muchas relaciones durante periodos cortos. Inausndo se piensa que es poco probable que la
relacion entre dos variables sea lineal, se utilibadelos lineales, ya que son menos complicados y
mas faciles de usar que otros modelos. Pero, eeraedeberias tener en cuenta el contexto de los
datos, sobre todo para entender bien la naturdketarelacion que existe entre dos variables.
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Ejercicios
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudax desarrollar tus habilidades con la calculadora

1. Algunos estudiantes de una escuela se interesardagpconchas de lapas de la playa que esta
cerca de su escuela. Seleccionaron 20 conchaara} aadieron sus longitudes y anchuras:

Anchura (x) 0,9 15 1,6 1,7 1,7 1,8 1, 2,0 20 2]12,1 2,1 2,2 2,2 2,3 2,3 2,3 2,4 2,4 2,7

Longitud (y) 3,1 3,6 4,3 4,7 55 5,2 5,0 4,4 5P 45| 56 57 5,8 5,2 5,8 6,2 6,3 6,4 6, 6,3

a) Dibuja el diagrama de dispersion de estos gats estudiar la relacion enkey.
b) Halla la anchura media y la longitud media declanchas.
c) Determina la desviacion estandar de los anchosgitudes de las conchas.

d) Utiliza la calculadora para encontrar el modeleal que relaciona mejor la longitug) § la
anchurax) de las conchas.

e) Utiliza el modelo lineal de del apartado d) paredecir la longitud de una concha de 2,6 cm
de ancho.

f) Encuentra el valor del coeficiente de correlacifue muestra la fuerza de la relacion lineal
entre la longitud y la anchura de las conchas.

g) Los estudiantes decidieron analizar otros madpéra ver si se ajustaban mejor a los datos
que el modelo lineal. Encuentra un modelo de lméor = al’. ¢ Se ajusta mejor este modelo a
los datos recogidos para las conchas que el médehd?

2. La Oficina Australiana de Estadistica examiné laaién entre la edad y el acceso regular a
Internet y obtuvo los siguientes datos en el per@il0-2011:

Edad (afios) 15-17 18-24 25-34 35-44 45-54 55-64 7465-

% acceso a Internet 3,1 3,6 4,3 4,7 55 52 5,0

a) Construye una nueva tabla de datos para la @ddidando el punto medio de cada
intervalo) y el porcentaje de personas que no &cadnternet.

b) Buscar un modelo lineal para la edayl { el porcentaje de personas que no acceden a
Internet §). ¢ Cudl es la correlacién asociada a este modelo?

c) Utiliza el modelo del apartado b) para predecinterpretar el acceso a Internet de las
personas de 35 afios. Explica por qué no seriaiapgmptilizar este modelo para predecir el
acceso a Internet de los nifios de 4 afos.

d) Encuentra un modelo exponencial para la edpg €l porcentaje de las personas que no
tienen acceso a Interng).(¢, Cual es la correlacion asociada a este modelo?

e) Utiliza el modelo del apartado d) para predecinterpretar la conexién a Internet de las
personas de 35 afios de edad. Compara tu predmmnda que obtuviste en el apartado c).

f) ¢ Cual de los dos modelos, el modelo lineal gertado b) o el modelo exponencial del
apartado d), parece explicar mejor los datos?

g) Dibuja el diagrama de dispersion de los data®mpara la grafica que obtengas con tu
respuesta en el apartado f).
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Médulo 7: Estadistica bivariante

Actividades

El principal objetivo de estas actividades es aytala usar la calculadora para aprender matematicas
Puedes pensar que algunas actividades son demaaiathzadas para ti. Ignora aquellas que aun noeewlas.

Las relaciones entre diferentes medidas del cuémomano pueden ser muy Utiles para
investigaciones criminales o trabajos arqueoldgi@smina la relacion entre tu altura y la
longitud de tu radio (el hueso que va del codo mideca, en el lado de la mano en el que se
encuentra el pulgar). Obtén al menos 20 medidativeesas personas y halla la mejor linea de
ajuste para predecir la altura de alguien a paetia longitud de su radio.

Los siguientes datos muestran la poblacion de fdida(expresada en millones de personas)
durante los ultimos afios, segurCéA World Factbook

Afio después 2000 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Poblacion (M) 61.2 61.8 62.4 64.3 64.9 65.4 64.6 651 655 65.9 67.1

3.

Dibuja el diagrama de dispersion y construye un efim@decuado para el crecimiento de la
poblacién tailandesa. Comprueba tu modelo con llirmas datos de la poblacion de Tailandia.
(Por ejemplo, utiliza tu modelo para predecir l&lpoidn tailandesa actualmente y comprueba
en Internet que tu prediccion se acerca a la iedlid

A José le gustan los videojuegos, y recientemeatdescargado uno nuevo juego que tiene 56
niveles. José registrd el nivel mas alto que pudanaar al final de cada semana durante diez
semanas, Como se muestra a continuacion:

Semana 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10Q

Nivel mas alto 2 8 11 14 15 16 18 18 20 28

Cuando José dibujo el gréafico de dispersion, pepmdun modelo logaritmico podria ser una
buena opcion para describir su curva de aprendikhiéza los datos anteriores para encontrar
dicho modelo. A continuacion, utiliza tu modelo g&acer algunas predicciones, tales como el
nivel al que va a llegar después de 20 semanaarmopuede esperar que alcance el nivel 40.
Los registros deportivos se prestan a analisigdissizos. Por ejemplo, los siguientes datos
muestran los récords mundiales obtenidos en 201atletismo masculino para diferentes
distancias:

Distancia (m) 100 200 400 800 1500 2000 3000
Récord (s) 9.58 19.19 43.18 100.91 206.00 284.7p 440.67

Utiliza estos datos para construir el modelo dstajadecuado para predecir el récord mundial
para varias distancias. Utiliza tu modelo para @cedel récord mundial de los 1000 m y los
5000 m masculinos. A continuacion, compara tusipcazhes con los récords reales, que se
pueden encontrar en Internet. Prueba a hacer lmoni®n algunos otros registros deportivos de
este tipo, a partir de datos que obtengas en kttern

Varios paises llevan a cabo proyectos en los quedtudiantes suben datos a Internet sobre si
mismos, de manera que una muestra aleatoria desditzttos esta disponible para su descarga y
analisis. Localiza en Internet un proyecto quenterese de este tipo, utilizando una busqueda
como Censo en la escueldescarga un conjunto de datos para una muestedoah de
respuestas de 20-30 estudiantes, asi como la eajadificacién que describe los datos. Utiliza
tu muestra para analizar un par de variables adasuges decir, que impliqguen mediciones
numeéricas) y compara tu andlisis con otros.

Considera de nuevo los datos de Siew-Ling relatalasecimiento de una planta de arandanos.
Puesto que el gréfico de dispersion muestra uninci&ato exponencial, se puede hacer un
andlisis alternativo comparando el mes con el ltgarde la altura. Analiza los datos de nuevo
para hallar un modelo lineal entre el mes y el libge natural de las alturas. (Por ejemplo,
incluye los puntos (0, In 16) y (1, In 18)). Comgralos resultados obtenidos con el modelo
exponencial que se vio en el modulo.
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Notas para los profesores

Este modulo destaca las formas en qu€lessWizpuede apoyar a los estudiantes a entender el
andlisis de datos bivariantes. El modulo hace um emnsiderable de modo Estadistica como
importante herramienta. El texto esta pensado g&ars&eido por los estudiantes y les ayudara a ver
como se puede utilizar la calculadora para exandaéos de varias maneras. Conviene que los
estudiantes realicen los Ejercicios individualmeiatdin de adquirir desenvoltura en el uso de la
calculadora. En cuanto a las Actividades, es pli¢eque las realicen en parejas, de modo que
puedan discutir sus ideas en clase y aprendentzs de los otros.

Soluciones de los ejercicios

1. b) 2,01 cm, 53 cnc) sc = 0,40,s,= 091d) y = 2,0& + 1,16 e) 6,52 cm f) 0,90

g) y = 2,17x1,55 no parece ser un modelo mucho mejor que el mdiwal. La correlacion es
muy similar:r = 0,912. a) Los datos tabulados son: (16, 5), (21, 4), (2B)5(38,5, 10), (49,5, 15),
(59,5, 29), (69,5, 63)b) y=0,9% - 18,6;r ~ 0,87c) y = 13,8, lo que sugiere que aproximadamente
el 86% de los que tienen 35 afos tienen accestemét. Este modelo no se debe utilizar para
extrapolar a los nifios pequefiag. Utilizar (swrr) (1] (1] (6] para elegir un modelo exponencial;
y=1,68x1,05r =0,98e)y = 9,2, lo que sugiere que aproximadamente el 84%s jovenes de
35 afos tienen acceso a InterriptEl modelo exponencial parece mejor, ya que laetacion es
mayor.g) El diagrama de dispersion también sugiere queoeleho exponencial es mejor.

Actividades

1. Es importante que los estudiantes se involuererl analisis de datos reales, que es el objetivo
principal de esta actividad. Haz hincapié en ladrtgncia de las medidas precisas y anima a los
estudiantes a que obtengan mediciones de unadggpersonas (como sus hermanos pequefios) para
mejorar la modelizacion estadistica. La relaciéprebable que sea casi lineal.

2. Las series temporales se prestan al analissiénte y se pueden tratar con la calculadora. En
periodos cortos, el modelo lineal proporciona uerbajuste, pero para periodos mas largos es
preferible usar el modelo exponencial. [Respuegt@sillones) = 0,5% + 61,81y ~ 0,93]

3. Anima a los estudiantes a dibujar un graficodtersion para comprobar que el modelo
logaritmico es adecuado. (Elije el moddl®) después de seleccionar el modo Estadistica.) Un
modelo lineal producira resultados sensiblemerfieratites, de modo que se podria alentar a los
estudiantes a recopilar algunos datos de est@tipsi mismos. [Respuestgsnivel) = 1,95 + 8,31
Inx, r=0,99. Después de 20 semanas, habra alcanzadeetl6i pero hasta la semana 97 no
habra alcanzado el nivel 40, de acuerdo con estielmd

4. Puede ser un ejercicio interesante para losliesties encajar curvas a datos de este tipo, aunque
hay que tener cuidado de no sobre interpretaregtados o utilizar una precisiéon extrema. En este
caso, un modelo lineal parece ajustarse bien ddtss. [Respuestag:= 0,1% — 13,30,r = 0,99;
predicciones: 1000 m: s 136,38 (una interpolaci®)0 m: s 735,08 (una extrapolacion). Los
registros en 2013 fueron 131,96 y 757,35 seq.]

5. Censo en la Escuelapera en muchos paises;etp://www.censusatschool.org.uk/international-

projects se encuentran enlaces a varios sitios nacion@lada estudiante puede descargar un
conjunto diferente de datos, lo que les ayudaratender la variabilidad de las muestras, o se les
puede proporcionar el mismo conjunto, en funciésuepreferencias y niveles de acceso a Internet.

6. Los analisis lineales-logaritmicos son una fopopular y de gran alcance de utilizar regresiones
lineales para datos curvilineos. Una gréafica erepsemilogaritmico o una grafica de meses frente a
logaritmos de alturas revela una fuerte linealigaafrece buenas oportunidades de discusion para
estudiantes avanzados. [Respuestas: el modeld éada ) = 0,1% + 2,66, conr =~ 0,99, como
para el modelo exponencial. Nota especialmenteeffe= 14,36 y ques®**= 1,14, que son los

parametros del modelo exponencial en el texto.]
© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
96



Médulo 8: Probabilidad

Modulo 8
Probabilidad

La probabilidad es una parte importante de la matiem y la vida moderna, ya que muchas
situaciones cotidianas implican aleatoriedad. GQlassWizes Uutil para calcular probabilidades,
especialmente aquellas que se basan en la comimnataquellas cuya distribucién de probabilidad
se conoce. También es util para simular eventogpoarabilidades conocidas.

En este médulo, a diferencia de en los anteri@@sviene configurar la calculadora para para usar
la salida en linea. Para ello, selecciona la op¢idn Entrada/Salidadel mentd CONFIG vy, a
continuacion, elige la opciéf8] E linea/S lineacomo se muestra a continuacion:

l:Entrada/Salida j{1:E Mat/5 Mat

2:Unidad angular |[|2:FE Mat/5 Decimal
3:Formato nimero ||3:E Linea/S Linea
4:Result fraccion||d:E Linea/S Decim

Probabilidad de un evento

Existen dos formas de entender la probabilidadrdsugceso. Cuando los resultados de un espacio
muestral son (tedricamnte) igualmente probablesd@si considerar la probabilidad de un suéeso
como:

Numero de resultados favorables

P(A) =
(4) Numero de resultados posibles
Por ejemplo, usando esta definicion, la probahilida obtener un cuatro al lanzar un dado estandar
de seis caras es 1/6.

Cuando los resultados no se conocen con suficikstédle como para contarlos o como para decidir
si son 0 no igualmente probables, la probabilidadud suceso a menudo se estiman segun su
frecuencia relativa a largo plazo. Por ejemploosgamos que se ponen a prueba 10 000 baterias
para ver si duran mas de 30 dias, y se encuergrd@2l0 si lo hacen. Entonces, la probabilidad de
gue una bateria elegida al azar dure al menosa3Gsdiestima en 7.200 +~ 10 000 o 72%.

Simulacién de eventos

Se puede utilizar la calculadora para simular tgealeatorios, usando los comandRen #y
Ranlint

El comanddRan #simula, cada vez que se pulsa, un nimero aleat@jy@r que cero y menor que
1. Los numeros se distribuyen uniformemente emtelrvalo (0, 1). Asi, por ejemplo, deberias
esperar obtener un numero entre 0 y 0,4 en el 40Mgsdocasiones, a largo plazo.

Después de utilizar el comando una vez (pulsae(=]), pulsa repite varias vecds] para
producir un numero aleatorio distinto cada vezs Isiguientes pantallas muestran algunos
ejemplos:

Y O] Y O] Y
-

]
Rani# 0.648 0. 392
0.181 Q. 497 0. 401
0.042 0. 906 0.4
0. 667 0.71 0. 582

Los nimeros aleatorios se expresan generalmentieesocifras decimales, pero si el ultimo digito
es cero (como en la segunda pantalla), la calctdagto ofrece dos cifras decimales.
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Excepcionalmente (teGricamente con una probabilidadproximadamente el 1%), los dos ultimos
digitos pueden ser cero, por lo que la calculadepartara un solo decimal, como se muestra en la
tercera pantalla.

Ademas de simular resultados individuales (coragadsacion de la teclgg)), se pueden simular
hasta 30 resultados en una tabla. Para ello, ent@ modo Tabla (usandon (3]) y define la
funcion, como se muestra a continuacion:

L] s fixd ] izl
—_ x X x x
f(x)=Ran# : 1 | g 7 7| 0.105
2 21 O.vz238 g2 2| 0.14%5
3 3 0.854 =l 9 o.a852
4 4] 0,936 10 10| Py
0. 5486 0.712

Pulsd=] y a continuaciéon establece Inicio = 1, Final =ylBaso = 1, pulsand@=) cada vez. Se
generarda una tabla de diez nUmeros aleatorios aptegja los de las pantallas superiores. Puedes
desplazarte hacia arriba y hacia abajo con lasgad#l cursor, primero utilizand® y después

usando@® y ®.

Considera de nuevo el caso descrito anteriormemteuna probabilidad de 0,4. En este caso
particular, solo tres de los diez niumeros aleasasan inferiores a 0,4, en lugar de los cuatrosgue
esperan para una probabilidad de 0,4, pero edia returaleza de la aleatoriedad. (Para ver que
s6lo habia tres numeros inferiores a 0,4, necesgatasplazarnos a través de los diez valores. Tus
valores seran diferentes a los que se muestran @musupuesto.) Recuerde soélo a largo plazo los
resultados en la préactica coincidiran los resukaédaricos.

Si vuelves a generar la tabla (por ejemplo, pulsgad y luego (=) tres veces, se tabulara un
nuevo conjunto de niumeros aleatorios.

Resulta tedioso desplazarse por la tabla paraelesterpretar los valores individuales simulados,
por lo que a veces es mas facil generar nUmerosajuenas faciles de identificar. Pensemos en un
suceso con probabilidad de 0,4 o 40%. Considesgeiente diagrama, que muestra los efectos de
generacion numeros aleatorios con el comdaato# + 0,4.

60% 40% Ran# + 0.4

Ran#

0 0.4 1 1.4 2

El diagrama sugiere que el 40% de los nUmerosasstartre 1 y 1,4; es decir, que se iniciaran con
el digito 1, mientras que el 60% restante se iracen el digito 0. Es mas facil reconocer estos
nameros, de manera que los que empiecen por Isegpesm una 'victoria' y los que empiecen por 0
una "derrota”.

o L e
f{(x)=Ran#+0. 4 2 e I 7™
2 2 0.54
=] 9 0.837
0

10| e
1. 367 0. 405

Bk B

O

El propoésito de usar la transformaciBan#+ 0,4 es facilitar el reconocimiento de los narsero
para contarlos sin errores; ello no altera la pooioad de que se produzca el evento.
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Simulacién de enteros

En muchas aplicaciones practicas conviene simularenos enteros al azar, en lugar de nimeros
decimales. ElI comand®anint([ar#) (<]) es muy util a este efecto. La calculadora geaezateros
al azar, distribuidos uniformemente en un intendddu eleccion.

Para ver mas de un resultado en cada pantallajeske wonfigurar la calculadora (CONFIG) para
cambiar, temporalmente, la fuente multilinea a fea@equefia, como se muestra a continuacion.

1:5imbolo decimal ||l :Fuente normal
2:5eparar digitos||2:Fuente pequeiia
3:Fuente multilin
4:Idioma

En las siguientes pantallas se simula el lanzamidatun dado de seis caras. Cada uno de los
numeros enteros del conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6}jgemlmente probable. EI comanBanintrequiere
usar una comdsfir] (OJ) para separar el primero y el tltimo nimero enteétada vez que se pulse

la tecla(=], se producira una nueva simulacién para el lareraimidel dado:

O] n
RanInt#l.60

LA Eo N g o O

En este caso, la simulacién de cinco lanzamiemmduge tres cuatros, un cinco y un seis.

Este comando es util para simytaocesos de Bernoullen los que hay dos resultados posibles que
son igualmente probables. Un ejemplo de estoseposcse observa cuando se lanza una moneda al
aire y se cuentan las caras (0 6 1).

Las pantallas inferiores muestran dos simulaciatedslanzamiento de una moneda. Como se
observa, hay tres caras en el primer conjunto ycaraen el segundo.

&

o] o]
RanInt#C0.12 RanIntgol. 12

[ S L |
Lo o o e Ly

Hay que tener cuidado a la hora de pensar en B#@y que se estan simuladas. Por ejemplo, para
simular el lanzamiento de un par de dados, es agrcesmular cada dado por separado. Es decir,
hay que usar el comando

Ranint(1, 6) +RanInt(1, 6) y ndRanint(2, 12)

Ambos comandos simulan el lanzamiento de dos dgdweporcionan resultados comprendidos
entre 2y 12, pero el segundo comando hace quguieia de los doce valores posibles {2, 3, 4, ...,
11, 12} sean igualmente probables, cosa que njus&a lo que sucede en la realidad.

Para comprobar este hecho, estudia los siguierdgrachas. El diagrama de la izquierda detalla el
espacio muestral, formado por los 36 posibleslteetos de lanzar dos dados. Algunos resultados
son muy poco probables, como obtener una puntuat@odl (sélo los resultados 5, 6 y 6, 5
producen dicha puntuacién), mientras que otroslteskls son propensos a ocurrir con mayor
frecuencia. Por ejemplo, hay seis formas diferefges se muestran en la diagonal) de obtener una
puntuacion total de 7.
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16 26 36 46 56 6,6

1,5 25 35 45 55 6,5 —

1,4 24 34 44 54 64

1,3 23 33 43 53 6,3 H@ | @H

1,2 22 32 42 52 6.2 D ——— D
2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12

1,1 21 31 41 51 61 total

En el grafico de la derecha se aprecia el espag@stral tedrico dispuesto como una distribucion.
Como se observa, los posibles valores para el (dtd, ..., 12) no tienen la misma probabilidad.
Los resultados practicos no siempre coinciden osnrésultados teoricos (a largo plazo). Para
verlo, vamos a generar algunos datos aleatoriomarnabla:

7 O ) 0]
f{x)=RanInt#{l. 6 »Rango tabla
Inic. =1
Final : 304
Paso :1

Las siguientes pantallas muestran algunos ressgltegisespondientes a simular el lanzamiento de
dos dados 30 veces:

® fimd 4 ozl

14
15

fixd
El
a

x
27
28

27
28
1& 29 29 =]
177 | I a0 30 | I

8 8 7

1
2
a
4 4

En este caso, tras realizar el recuento de losesfitados, se obtiene la siguiente distribucion:

Resultado| 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

FrecuenciaO 0 3 2 3 5 9 4 3 0 1

Como era de esperar, la distribucion practica mactte exactamente con la distribucion tedrica, la
cual describe lo que sucederia tedricamente a [alegm. Cada vez que se simule un conjunto de
lanzamientos, se obtendra un resultado difereimeul® 30 lanzamientos con @assWizy tabula

los resultados para verlo.

Resultados como estos pueden analizarse en el Bstddistica, que ya se estudio en el Modulo 5.
Por ejemplo, a continuacién se muestra un brevemes de la serie de 30 lanzamientos que se ha
descrito mas arriba:

- -
P Frea % =7.h =2 =1, 928330245
1 2 Z =225 1. =30
2 3 o Zne =1795 mincz=1 =4
3 4 3 = =3, hEdaadaas 11 =h
4 3 s i =1, 892959449 Hed =3
] S =3, TIRE9R5R52 [z =3

Genera tus propios datos y comparalos con estasvpadiferencias y similitudes.
Combinatoria

La combinatoria se ocupa del recuento sistematcobjetos y situaciones con el fin de determinar
probabilidades tedricas en muchas situaciones igadct Los numeros implicados en estas
situaciones a menudo son muy grandes, por lo gaeede necesitar la calculadora.
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Por ejemplo, el nimero de formas distintas emlesse puede ordenar un conjunto de objetos —lo
gue se conoce como numero permutaciones a menudo implicdactoriales de niumeros. A
continuacion se muestra un ejemplo:

Tres nifios hacen una carrera a pie. Si no hay eagpgiosiciones iguales), ¢ de cuantas
maneras diferentes pueden terminar?

En este caso, se pueden enumerar las diferentédidades. Si los tres nifios se representandpor
By C, el conjunto completo de las seis posibilidades es

ABC ACB BAC BCA CAB CBA

Este problema podria analizarse sefialando querbaypbsibilidades diferentes para el primer

puesto; una vez se ha determinado el primer puleayodos posibilidades para el segundo; una vez
se han determinado los dos primeros puestos, s@daguna posibilidad para el tercero. De modo
gue el numero total de posibilidades es:

3x2x1=6

Este analisis se aplica al caso general, por loetju@mero de ordenaciones o permutaciones de
objetos distintos viene dado por el factoriahggque se define como:

nN=nxn-1)xH-2)x..x2x1

Los factoriales son a menudo numeros muy granagsasiado grandes para calcularlos a mano.
La calculadora dispone de un comafdpo(al que se accede mediaffster] (x7) para este propdsito:

Vo [ A

31 1o

O] A ] &

101"

6 3 628 800 8. 159152832x10%7

Las pantallas superiores muestran que hay mas6dmiBpnes de maneras diferentes en las que
podrian terminar una carrera diez estudiantesiyl€A%maneras diferentes para 40 estudiantes. La
calculadora no puede calcular factoriales mayores @P!, ya que son demasiado grandes para
caber en la calculadora, que se limita a nimero®res que 15°.

En algunas situaciones, estamos interesados €me&ra de ordenaciones posibles, pero a partir de
un conjunto restringido. Por ejemplo, si diez nifasticipan en una carrera, ¢cuantos resultados
posibles hay para el primer, segundo y tercer pu@shta vez mas, suponiendo que no hay
empates)?

Usando la misma légica que en el caso anterior,de® opciones para el primer puesto, nueve
opciones que quedan para el segundo vy, finalmectey opciones para el tercero. En total, el
numero de permutaciones diferentes es:
10x9x8
Este resultado puede pensarse como:
10 X 9 x 8 X7 X6 x5 x4 x3 x2x1 10!
7 X6 X5 X4 x3x2x1 7!

La notacion matematica para la permutacion de j€iagtomando tres a la vez,@83. En general,
la misma logica sugiere que el nimero de permutasiden objetos tomando a la vez es:

n!

nPr = m
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En la practica, los célculos pueden realizarsewetotalidad, pero es mas facil y rapido usar el
comando para las permutacion#r de la calculadora, al que se accede a travéfrdeX].
Observe gue se introduce primero el valondseguido del comando y del valorrde

FY Y

7 E )
101 10P3
71

720 720

Las pantallas muestran con claridad que hay 72@Quiaciones u ordenaciones diferentes en los que
10 estudiantes pueden ocupar 3 puestos; mucha gerderprende de que este nimero sea tan
grande.

Un tercer tipo de problemas de combinatoria, o el®iento, consiste en contar el nimero de
combinaciones, sin importar el orden. En este gasdriamos estar interesados en contar cuantos
grupos de tres estudiantes se pueden hacer emumimode 10 estudiantes, sin importar quién es el
primero, el segundo, o el tercero. Es lo que seneélefomocombinacionesle diez estudiantes,
tomando tres a la vez, y se expresa como:

10!
(10 —3)!3!

Esta expresién se justicia por el hecho de quevamajue se ha elegido el conjunto de tres no se
desean contra las tres permutaciones posiblesodgmtse grupo.

10C3 =

En general, el nUmero de combinaciones dbjetos tomando a la vez es:

n!
nCr= ——
(n—nr)r!

Las siguientes pantallas muestran como se deterdmieetamente este valor usando el comando
para las combinacionecr, al que se accede mediafser) (5):

Lol z 10€3 "
7I%31

120 120

Una ventaja de usar los comandd3r y nPr es que permiten el uso de numeros mayores en los
calculos. Por ejemplo, si 100 personas se encureetraina habitacion y todos se dan la mano unos
con otros, el nimero de apretones de manos €21@bmo muestran las siguientes pantallas, los

numeros implicados (100! y 98!) son demasiado graméra la calculadora, de manera que aparece
un mensaje de error:

Vor [ A

o [

100! ERROR Calculo
ggIx21
LAC] :Cancelar
[«1[»]1:Volver

El célculo, sin embargo, no resulta problematicossi realiza con el comando para las
combinaciones, como se muestra en la siguientalfant

A

]
100C€2

4 950
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Célculos con la distribucion de probabilidad binomi al

Puedes usar I&lassWizpara explorar algunas distribuciones de probailid_a distribucion
binomial y la distribucién de Poisson son importangjemplos.

La distribucién binomial se basa en un proceso dmd@ulli (es decir, un experimento aleatorio
consistente en una serie de sucesos independeametos resultados posibles, representados como
0 o 1, con una probabilidad constante). A menodadbs resultados se describen como "ganar" o
"perder”. Un buen ejemplo consiste en tikaveces una moneda tal que la probabilidad de que
salga cara ep cada vez. La distribucién binomial proporcionaplababilidad de que salga un
namero concreto de caras. La probabilidad de obtexactamentex caras al realizalN
lanzamientos suele representarse como:

Prob §) =nCx xp*x (1 -p) N ¥
Dado que l&ClassWizmo usa los simbolds y p, utilizaremos la siguiente expresion:

Prob §) =mCy x F*x (1 -F) M-*
En esta expresion, el numero total de repeticimesepresenta coll (en lugar deN) y la
probabilidad de cada suceso se represent& ¢gmo conp). [Puede servirte de ayuda pensaien

como el maximo namero de sucesos posibles,F, eamo en un tipo de frecuencia de éxito a largo
plazo.]

Para encontrar la probabilidad binomial en el mddiculo, primero almacena los valores
apropiados parll, F y x, usando la tecl@g, en cada caso. (Nota: Hemos configuraddléssWiz
en el modo matematico, para recuperar algunassdmtacteristicas de visualizacion matematica.)

W vor o i H_ Vr O A W /o M
12-+M 0. 5+F 6+x
1]
12 2 &
Introduce, entonces, la formula en pantalla commgestra a continuacion:

W vor o

&
MCxXFéx (1-F »!™*

Las cuatro pantallas superiores muestran comorhalfaobabilidad de obtener exactamente6
caras al realizavl = 12 lanzamientos con una probabilidad para cadadae = 0,5. Pulsd=)
para obtener el resultado:

W Voo

&
MCxXF* % ( 1-F )

0. 2255859375

La probabilidad ronda el 23 %. A algunas persoessborprende que al lanzar 12 monedas solo se
obtengan 6 caras menos de una cuarta parte dedes,Wwa que intuitivamente piensan que deberia
suceder con mayor probabilidad.

Existen muchas otros resultados posibles (de hEZhouando se lanzan 12 monedas. Para hallar la
probabilidad para un valor diferentexjaisa@ para para dar otro valoxax = 5).
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W vo O A W vor [ &

Usa entonce§ad otra vez para destacar la formula binomial en t#gla. Cuando puls€s), la
formula se evaluara con un nuevo valoxde5 (sin que cambien los valoresMey F):
|

] &
MCxXF % ( 1-F '

0. 193359375

El resultado muestra que la probabilidad de obtenectamente cinco caras al realizar 12
lanzamientos es de aproximadamente el 19 %. stelé procedimiento evita tener que introducir
mas de una vez la complicada expresion para laapradtad binomial.

Para determinar la probabilidad para varios valdess puede ser preferible utilizar una tabla de
valores, con un valor particular pdvl el nUmero de lanzamientos, y p&tala probabilidad del
exito.

Estudia el siguiente ejemplo, que muestra la féanae la probabilidad binomial en el modo Tabla

paraM = 12 yF = 0,5. Hemos escogido hallar las probabilidaded,de 6 o 7 caras. (Nota que la
primera pantalla no muestra la férmula entera,egif) = 1,C,x0,5¢ x(1 - 0,5§**)

M Vo [ ] o [ H 7o
f{x)=uwx(1-0, 5>%* |[Rango tabla ) .
Inic. 14 z 5 | nREleis
Final:7 1 ks
H 0. 193359375

Como puedes observar, la probabilidad de obtersard@s es igual a la probabilidad de obtener 7
caras, y ambas probabilidades estan muy cerca deolaabilidad de obtener 6 caras. Esta
distribucion en particular parece ser simétrica.

A partir de los valores tabulados se pueden obt@seprobabilidades de sucesos mas complejos.
Por ejemplo, la probabilidad de obtener 5, 6, cafag en 12 lanzamientos es la suma de las
correspondientes probabilidades, es decir solG# &b.

Similarmente, la probabilidad del suceso complearamtes decir, obtener menos de 5 caras 0 méas
de 7 en 12 lanzamientos, es aproximadamente @é4%; o, lo que es lo mismo, del 39 %.

Célculos con la distribucion de probabilidad de Poi sson

La distribucion deéPoissonse utiliza para encontrar la probabilidad de wr&sle eventos discretos
gue ocurren aleatoriamente en un cierto intervalo gna determinada tasa. Por ejemplo, si un
centro de atencion al cliente recibe de promedicsoficitudes de ayuda por hora, ¢qué
probabilidades hay de que reciba sélo tres satiegilen la préxima hora?

A diferencia de la distribucién binomial, que tiedes parametrosN(y P), la distribucion de
Poisson tiene solo un parametro, la tasa mediainpervalo, representada por la letra griega
(lambda). Cuando los sucesos siguen una distribu@dPoisson, la probabilidad gepariciones
en el intervalo viene dada por:

e Ax
x!

Prob(x) =

Puedes usar l@lassWizpara evaluar probabilidades con esta distribucainmétodos similares a
los descritos anteriormente para la distribucidrial. Dado que I€lassWimo dispone de un

© 2016 CASIO COMPUTER CO., LTD.
104



Médulo 8: Probabilidad

simbolo lambda, usarembten su lugar, para referirnos a la tasa medianenialo, de manera
gue la formula resulta:

e MM*

Prob(x) = por

Para calcular una probabilidad de Poisson en ebr@culo, primero almacena los valores
apropiados paril = 5 yx = 3, usando la teclrg, en cada caso:

W vor O A W vor o 'y
5-+M 3 %

5 3

Introduce la férmula de la distribucién de Poissarpantalla, como se muestra abajo. (kg (in)
para obtener la funcién exponencialsy) (x]para obtener el comando factorial. Puls&g para
obtener el resultado.

0. 1403738958

Este resultado muestra que la probabilidad de iresibo tres peticiones en una hora es solo del
14%.

Para evaluar otras probabilidades, con el mismar ya&raM = 5, usa@ para volver a la orden de
almacenamiento y edita un nuevo valor par&omo se muestra abajo, el valorxdes cambiado
por 2:

W o Yi N Jor [ i
3+ 2

3 2

Usa de nuev@a para destacar la férmula y a continuac@ para evaluar la férmula de Poisson
otra vez:

0. 08422433749

Este resultado muestra que la probabilidad deiresolo dos peticiones en una hora es solo del 8%,
lo que significa que el suceso es claramente pomloaple, cosa que se explica por el hecho que el
promedio de peticiones por hora es de cinco peesio

Como en la distribucidon binomial, a veces es pilgietrabajar con una lista de probabilidades de
Poisson en lugar de con un solo valor. Por ejentqmasidera el proceso consistente en hornear
algunos pequefios pasteles. Si se distribuyen 3&spas la masa que se utiliza para hacer 12
pasteles, se esperara obtener una media de tessqrasada pastel.

Es posible que desees conocer las diversas prifaal@s, asumiendo, por supuesto, que la mezcla
se agita bien y que los pequeiios pasteles sedncepartir de muestras aleatorias de la masa. En
este caso, la tasa mediaMs 3. Para determinar varias probabilidades azawsa el modo Tabla.
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W o H 5 ¥ RH -u'E-"lﬂt b]_
—€ %3 ango tabla
f==21" Inic. :0
Final:12
Paso :1]

La tabla que resultante muestra las distintas pibtbades. Parece que el resultado mas probable es
obtener dos o tres pasas en un pastel, con unalplidad que ronda el 45%. Observa que es muy
poco probable obtener 10 o incluso mas pasas gasiel, pero no es imposible. Por otra parte,
cerca de un pastel de cada veinte no contiene mangasa.

W vor O M ol 1] D}
x f'::x) x fixd x fixd
1 o 5 4| 0.1568 10 2| 2. T=a®
2 1 III 1d93 [ S|0.1002 11 10 | R
3 z 0224 7 6IIIIIISIII-'1 1z 11]2.2a%
4 3 g il . D21 13 1215, 5x|n5
0. D49TBTD583T D. 021 60403145 0.000810151179
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Ejercicios
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudar desarrollar tus habilidades con la calculadora

Usa tu calculadora para simular diez nimeros aieatentre O y 1.

Utiliza el modo Tabla para simular un conjunto @en8meros enteros aleatorios entre 1y 8.

3. Se simulé un conjunto de numeros aleatorios en tahk utilizando el comandfx) =

10.

11.

12.

13.

100Ran#. Describe qué tipo de nimeros esperasasbiemontinuacion, utiliza tu calculadora
para comprobar si tu prediccidn es correcta.

En un juego de azar, los jugadores tienen queredets niumeros diferentes entre el 1 y el 45.
Kai Fay quiere usar su calculadora para simulpregjo y hallar seis nimeros aleatorios.

a) Describe de qué manera se puede usar una tableepavducir el juego.
b) Explica por qué es a veces no se generan los néradezuados.

Evalua a) 8! b) 14!

. 7! . . . . .
Considera queCs= T Usa tu calculadora para evaluar las siguientgsesiones e indica

cudl de ellas, en su caso, es la respuesta correcta
a) 7! =5 x 21 h) 7! + (5! x 21) c% d)-Cs

En una carrera compiten 22 caballos. ¢(De cuantaeram se podrian completar los tres
primeros puestos?

Lucas esta haciendo pizzas. Cada pizza ha de ¢ea#o ingredientes y Lucas puede elegir
entre diez ingredientes diferentes. ¢ Cuantas péifErentes puede hacer?

En un campamento hay 70 estudiantes. El lider delpamento quiere elegir a cinco
estudiantes para dirigir varios grupos. ¢De cuantaseras diferentes se puede elegir al
conjunto de los lideres?

a) Almacena en memoria los valods= 8, F = 0,5 yx = 2.

b) Evalta la expresion para la probabilidad bindm@, x F* (1 —F)™™.

c) Cambia el valor d&1 a 10 y revalla la expresion del apartado b).

d) Cambia los valores dea 0,4 y dexa 3 y revalla la expresion del apartado b).

Se lanza una moneda al aire 10 veces. Halla laapiodad de obtener a) exactamente tres
caras b) mas de seis caras.

Con el tiempo, un centro de llamadas recibe un pdionde 4,2 llamadas por minuto.
Encuentre la probabilidad de que, en el siguienteito, se reciba:

a) solo una llamada.
b) més de seis llamadas.

Se elabora un lote de pequeias tartas de pasas @ramedio de 2,6 pasas por tarta. Usa una
tabla de valores para determinar:

a) El nimero mas probable de pasas que hay par tart

b) La probabilidad de que una tarta tenga exactsndas pasas.

c) La probabilidad de que una tarta tenga menasedgasas.
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Actividades

El principal objetivo de estas actividades es aytela usar la calculadora para aprender matematicas
Puedes pensar que algunas actividades son demaaiaizadas para ti. Ignora aquellas que aln noeentas

1. Se puede considerar que un tetraedro regular epitamaide de cuatro caras, cada una de las
cuales es un triangulo equilatero. Un dado confestaa tiene marcadas las caras con 1, 2, 3y
4 puntos.

a) Si se lanza al azar este tetraedro, ¢ cual es balpimlad de que el niumero de puntos en la
cara que mira hacia abajo sea 3?

b) Utiliza tu calculadora para simular 20 lanzamierdesdos de estos dados tetraédricos y
determina la suma de los puntos de las caras quenrhacia abajo. ¢Qué sumas se
produjeron con mas frecuencia?

c) Repite el apartado b) y compara los resultadosofpiengas con los que obtuviste en el
primer intento, asi como con los resultados desatommparieros.

d) ¢Qué namero esperas obtener con mayor frecuencia?

2. La loteria "Pick 4", en EE.UU, anuncia un niumeroddgigitos cada dia; de manera que gana
aguel jugador cuyo numero coincida con los digisadores. Supongamos que has elegido el
namero 3297.

a) ¢Cual es la probabilidad de que tu nimero coincadael nimero ganador, en el orden
correcto?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que las cifras de tmenad coincidan con las del nimero
ganador, en cualquier orden?

c) Simula 30 posibles numeros. Si el nUmero premiagleessiendo el 3297, ¢ has ganado?

3. Un cirujano considera que una operacion quirdrgE&egura porque es exitosa en el 90% de
las ocasiones. Usa tu calculadora para simulartydi@s una sucesion de estas operaciones,
usando el comando RanlInt(0, 9) y considerando breseltado O representa una operacion que
sale mal. Realiza varias simulaciones, guardanslcelsultados en una tabla.

a) ¢Cuantas operaciones exitosas se producen?

b) ¢Cuantas operaciones han de producirse antes die pgumera operacion salga mal?

Compara tus resultados con los de otros estudia@tassidera también otros porcentajes de

“seguridad” para las operaciones, como, por ejengl®0% o el 99% de éxito.

4. Una jugadora profesional de baloncesto tiene ucgmbaje de acierto en los tiros libres del
85%. Si en un partido lanza seis tiros libres, keada probabilidad de que acierte los seis?
¢,Cudl es su puntuacibn mas probable? ¢Con quée@auno acertara mas de cuatro
lanzamientos? Investiga qué sucede si lanza noésaisi cambia su tasa de éxito.

5. Un grupo de seis amigos estan comparando sus sigha®diaco (hay 12 signos del zodiaco
distribuidos a lo largo del afo). ¢Qué probabilitteyy de que al menos dos de los amigos
tengan el mismo signo del zodiaco? Utiliza unaatanl tu calculadora para simular los signos
del zodiaco del grupo de amigos; realiza la simdiagarias veces y compara tus resultados
con los de otros estudiantes para ver hasta quid pos datos simulados se ajustan a tus
expectativas. ¢ Qué pasaria si el grupo estuviersfto por mas personas?

6. Una de las principales intersecciones de una ciwgadonocida por ser una fuente de
accidentes, hasta el punto que funcionarios muadesphan documentado que se producen un
promedio de 2.9 colisiones entre vehiculos cada BEresn mes se reportaron cinco colisiones.
¢,Cuéantas veces al afio es probable que se repartafesde colisiones?

Investiga las consecuencias de esta tasa de oelssi®or ejemplo, ¢ esperarias que hubiese un

mes sin ninguna colision a lo largo del afo? ¢@sakl nimero de colisiones por mes mas

probable? ¢Cudles serian las consecuencias dea dqasal de colisiones por mes descendiera

hasta las 2.5 colisiones? ¢Cudales serian las amrsBas de que ascendiera hasta las 3,5

colisiones mensuales?
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Notas para los profesores

Este modulo destaca las formas en quéléssWizpuede apoyar a los estudiantes a aprender sobre
la aleatoriedad, la probabilidad y el recuentoesisttico, asi como a utilizar la calculadora para
generar datos aleatorios y a usar dos distribusiatee probabilidad claves. Conviene que los
estudiantes realicen los Ejercicios individualmergefin de adquirir destreza en el uso de la
calculadora. En cuanto a las Actividades, es pldéeue las realicen en parejas, de modo que
puedan discutir sus ideas en clase y aprendentzs de los otros.

Soluciones de los ejercicios

1. Usa Ran #[§F) (<]) y pulsa (=) diez vece. Usaf(x) = RaniInt(1, 8), Inicio = 1, Final = 30,
Paso = 1. 3. Los numeros comenzaran con un nuemér® el 0 y el 994. a) Utilizaf(x) = Ranint
(1,45), Inicio = 1, Fin = 6, Paso = b) A veces se repetiran dos de los seis numerososnter
aleatoriosbh. a)40 320 b) 87 178 291 2006. a) 84 b) - d) 21 (que es correctd) 2.P; = 9240

8. 10C4 = 210 9. 70Cs = 12 103 014 10. b) =~ 0,109c) = 0,0439 d) = 0,215 11. a)~ 0,117

b) = 0,0107 (usando distribucién binomidl2. a)~ 0,063 b) 0,194 (usando la distribucion de
Poisson) 13. a)2 b)~ 0,251¢)~ 0,0742 + 0,1931 + 0,2510 = 0,518

Actividades

1. Los estudiantes deben usar sus calculadoragpaeaar datos aleatorios, utilizariRanint(1, 4),

y registrar los resultados en una tabla. Animalepatir el ejercicio al menos una vez y a comparar
los resultados con los demas estudiantes, com elefiver que se produce una variacion aleatoria.
[Respuestas: a) 1/4 d) El resultado mas probabbsiddir un par es 5; esto ocurrira mas a menudo,
pero se necesitaran muchas series de 20.]

2. Los apartados a) y b) requieren algunos andeésia situacion, lo que se podria hacer con tada |
clase si los estudiantes desconocieran los corg#atiados. Es poco probable que las simulaciones
produzcan "ganadores”, ya que la probabilidad deaancidencia exacta es s6lo de 1/10000, y si
se ignora el orden, de 24/10000. Esta experienogig ayudar a los estudiantes a ver lo poco
probable que es ganar en alguno de estos jue@bsnenos puede ayudar a los estudiantes a iniciar
su propio analisis y a usar sus calculadoras pew@a resultados.

3. Los estudiantes podrian necesitar ayuda pafayacer e interpretar las simulaciones. Esta es una
buena actividad para realizar entre toda la claseitablemente, algunos estudiantes (sobre el 10%)
obtendran una operacién quirargica con complicasgonl primer intento, mientras que otros
obtendran una larga cadena de éxitos.

4. Esta actividad invita a los estudiantes a watilita distribucién binomial coNl = 6 yp = 0,85,

y podria provocar una discusion acerca de la solbeepretacion de las marcas personales de los
jugadores. Anima a los estudiantes a experimeptaptras probabilidades o, si se dispone de datos,
a modelar el rendimiento de jugadores locales sefRespuestas: 0,38, 0,22, 5]

5. Supon que los doce signos del zodiaco son igardkmprobables y simulalos completando una
tabla de 6 entradas cdranint (1, 12). Anima a los estudiantes a que lleven lao caarias

simulaciones y registren y comparen sus resultafi@espuesta: El andlisis revela que la
probabilidad de al menos una coincidencia es 1328% 78%, por lo que los datos simulados
deben reflejar esta situacion. Un grupo mas graenteentara la probabilidad de una coincidencia.]

6. Esta actividad invita a los estudiantes a watilla distribucion de Poisson cbr+ 2,9. Anima a los
estudiantes a experimentar con otras tasas o smelusomprobar si hay datos relativos a alguna
interseccion local. [Respuestas: Prob = 0,094 Jpoue se produce 1 mes cada afio; Prob = 0,055,
por lo que se esperara un mes libre de colisioaéa cdos afos. El nimero mas probable de
colisiones es 3, pero 2 es casi tan probable.]
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Modulo 9
Recursividad y sucesiones

Las sucesiones son importantes componentes de dsm@diticas que surgen de la idea de
recursividad. LeClassWizofrece diferentes maneras de tratar con estas imagematicas, usando
los modos Calcular y Tabla.

Para este mddulo, asegurese de que tu calculastédraanfigurada en el modo Mat para la entrada y
la salida y con formato de nimero Norm 2. Usa CCGaNE&r) Meny)) v luego (1] Entrada/Salidao
(3) Formato numergpara hacerlo, si fuera necesario.

Recursividad

La idea béasica de la recursividad es utilizar edma proceso repetidamente con el fin de producir
una sucesion de nameros. Quizas el ejemplo desielad mas fundamental en matematicas se da
en el recuento, que consiste en afiadir una unidad raimero con el fin de alcanzar el nimero

siguiente. El proceso recursivo consistente en iafiath unidad mas puede llevarse a cabo

automaticamente mediante la calculadora. Para eajué manera, estudiaremos un ejemplo en
detalle.

En el siguiente ejemplo, empezamos con 1, aunqusypuesto puedes empezar a contar en un
numero diferente si lo deseas.

1

En este caso, el proceso recursivo consiste endtsuno”, por lo que debes introdu@¥) (1] en la
calculadora. Como la suma es una operacién binragadecir, dos cosas deben sumarse- la
calculadora interpreta el comando “sumar 1” comeoehando que suma unorabultado anterior

Tan pronto como pulses la tedf), la pantalla mostrarAns + La memoria de la calculadofas
almacena la dltima respuesta. Al completar el ¢ddlcan (1] (=] se obtiene 1 + 1 = 2, como era de
esperatr:

Vo [ ¥oe [0
Ans+ Ans+

2

Si bien por lo general no es necesario usar urenftalculadora para sumar uno mas uno, a la
calculadora se le ha ordenado, en este caso, duaiaesultado anterior. Si presionas la t€gh
nuevamente (sin introducir ningun otro comandoyd@uladora ejecutara el comando mas reciente
de nuevo. En este caso, utilizara el comafids + 1para agregar 1 al resultado anterior cada vez
gue se presiong=). Los siguientes tres pantallas se han obtenickapdb(=] tres veces seguidas:

Vo [ A
Ans+1

3

¥ [
Ans+1

A

4

¥or [
Ans+1

A

5

Como puedes ver en las pantallas superiores, paoene si nada cambiase cada vez que pulsas
(=], excepto el resultado. El comandos + 1 parece mantenerse todo el tiempo. De hecho, si
pulsas la tecla@, comprobaras que, realmente, el comando se repiece ser el mismo
comando jporque de hecho lo es!
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Recuento inteligente

El proceso recursivo que se acaba de describirepuidizarse para realizar otros recuentos, ademas
de contar de uno en uno. Puedes empezar a coptatiradel nimero que desees y por diferentes
cantidades, mediante el ajuste del primer nUmel®l paso recursivo.

Por ejemplo, para contar de en cinco, a partir deedsigue los pasos que se muestran a
continuacién. Cada vez que pulses la tdgdh se afiadira otro cinco. Es posible proceder de est
manera muchas veces y construir una sucesion.

WO [ n Vo E n

12 Ans+5

12 17

Por supuesto, también puedes contar con numeroaeajgen enteros. En el siguiente ejemplo, la
calculadora contara de doceavos en doceavos, entuepar el 0.

Vo @ A \"E-"El &
fjlnS+E
1
0 12

Cuando cuentes de esta manera, es posible quepsensian los resultados que obtengas cada vez
gue pulses la tecl&], ya que la calculadora simplificara de forma auitioa las fracciones.

A veces no resulta de ayuda que las fraccionesrg#ifiquen automaticamente. Para evitar que lo
hagan, puedes pulsdsiF] (=) cada vez, aunque resulta bastante tedioso hadérla. buena
alternativa consiste en configurar la salida deosigbara obtener, temporalmente, resultados
decimales. Para hacerlo, entra en el meni CONEHIE [iEN)), selecciona 1Entrada / Saliday,
seguidamente, selecciona2Mat/S Decimalcomo muestran las siguientes pantallas:

1:Entrada/Salida |J|1:E Mat/S Mat

2:Unidad angular ||2:E Mat/S Decimal
3:Formato namero [||3:E Linea/S Linea
4:Result fraccidn||4:E Linea/S Decim

Resulta sencillo contar de 0,1 en 0,1 desde uroglepartida de 0,5 pulsando la te@d, como
se muestra a continuacion:

=] "

Vo [
0.5 Ans+0. 1

0.5 0.6

Es posible que desees retornar la calculadora sallda matematicadesde lasalida decimal
dependiendo de que séalo siguiente que quieres hace

Recursividad y multiplicacion

El uso de procedimientos recursivos con la sumagk a diversos tipos de recuentos, como se ha
visto en las dos secciones anteriores. Tambiénosgblp trabajar la recursividad con otras
operaciones, incluyendo un caso muy importante: maltiplicacion. Cuando se aplica
repetidamente, la multiplicacion conduce al creeirto exponencial, que es muy importante en el
mundo natural y en el mundo de las finanzas.

Para ver un ejemplo, empieza introduciendo un & ealculadora:
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1

Introduce después el paso recursivo de multiplarades. Cada vez que pulsgs), la calculadora
multiplicara el resultado previo por dos, lo queduce potencias de dos sucesivas, como se
muestra a continuacion:

&

¥o# [ ¥o# [ ¥o# [
Ansx2 AnsX2 AnsX2

2 4 8

Comprueba por ti mismo que, después de pulsacl @) nueve veces, obtiene$2512.

-

o [
Ansx2

512

Asegurate de que cuentas cuidadosamente el nlimeeveads que pulsas la tedg] mientras
procedes.

Si se empiezas con 1 y multiplicas por ¥z sucesiném®btendras las potencias de %2, que son las
potencias negativas de dos. [Por ejemplo, ¥ a fenpia de 2 es igual que®2 Los términos
tercero, cuarto y quinto se muestran a continuacion

J'E*:il-l & Jﬁ*% & Jﬁ*% &
ﬁnsxi ﬂn5x§ ﬂnsxi
als 1 1
8 16 32

Tal vez puedas reconocer que estos tres térmimog@* y 2°, respectivamente.

Un tipo importante de recursividad multiplicativaglica procesos de crecimiento en los que cada
término es un cierto multiplo del término anteridn buen ejemplo de estos procesos se da en el
crecimiento de la poblacion, ya que es una practioadn describir la tasa de crecimiento anual de

la poblacién de una nacién como un porcentajeatehiio de dicha poblacion, como se describid

en el modulo 6.

Por ejemplo, a partir de datos que se hallaromtrret, se estimd que la tasa de crecimiento de
poblacién de Filipinas en enero del 2016 era dgl%, con una poblacion total estimada de 102

741 362 habitantes. Si esta tasa de crecimientondan la poblacion serd cada afio un 1,7 %

superior al afio anterior. La manera més sencillabdener un nimero que sea un 1,7 % superior a
otro numero es multiplicar dicho namero por 1,08i7se procede de esta forma repetidamente con
la calculadora, se puede predecir eficientemenelbéacion anual.

A ry L) z LI
102741362 Ansx1. 017 Ansx1.017

102741362 104487965. 2 106264260. 6

Las dos ultimas pantallas sugieren que la poblagefas Filipinas alcanzara los 104 487 965 de
personas a principios del 2017 y los 106 264 2i&r6onas a principios del 2017.

Tienes que tener cuidado al interpretar estas fmsit&n primer lugar, los datos originales son
estimaciones. En segundo lugar, el procedimierdorse/o se basa en la suposicion de que la tasa
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de crecimiento de la poblacion se mantiene corsstaninque en la practica acostumbra a fluctuar.
En tercer lugar, los resultados se dan con mucifias decimales, aunque no tiene sentido una
poblacién que no es un numero entero. Con estaaym®nes en mente, sin embargo, deberias ser
capaz de comprobar con tu calculadora que se prexda poblacién de las Filipinas alcance los
130 millones de personas alrededor del 2030.

Los numeros pueden hacerse cada vez mas pequetits moaltiplicacion, siempre se multiplique
por un namero menor que uno. El decaimiento expmakes un proceso que disminuye una
cantidad multiplicativa en la misma cantidad cadeiquo, como se vio en el médulo 5. Un buen
ejemplo de estos procesos se da en la desintegnaciiactiva de los materiales, que se utilizaaen |
datacion por carbono. Otro buen ejemplo en el maatidiano implica la depreciacion de valores.

Para ilustrar el concepto de la depreciacion, ytrangue se trata de un proceso recursivo, imagina
una pequefia empresa que, a efectos de segur@ciptasonsidera que su mobiliario de oficina se

deprecia cada afo un 15% de su valor. Puedesautdizalculadora para construir una recursividad

gue muestre el valor depreciado de los muebles @ddaconsiderando que el valor inicial era de

12 500 $. Para este ejemplo, el término que midéiplada vez es el 85 %, que es la proporcion del
valor que queda después de cada afio transcurrddopantallas siguientes muestran el efecto de
este proceso de depreciacion. (El simbolo de ptajeees accessible mediarfseT) (ans) ).

Y Y

Yo [ +o* [E +o* [E
12500 AnsxX85% AnsxX85%

12 500 10625 9031. 25

Observa que, para determinar el valor que permadespués de cada afo, podria haberse
multiplicado por 0,85, en lugar de por 85%. Si usate proceso cuidadosamente y cuentas el
ndmero de veces que usas la t§ad} deberias ser capaz de ver por ti mismo que lablas se
deprecian en siete afios hasta llegar a un valpod® mas de 4 000 $.

Sucesiones

Una sucesiones un conjunto de nameros dispuestos en un ordeitydar. En matematicas, las
sucesiones disponen, generalmente, de una regiadeienida que permite su construccion. En
general, las sucesiones se escriben con sus té&mmdenados y separados por comas. En este
modulo ya has visto algunas sucesiones, incluidadasion de los nimeros naturales:

1,2,3,4,5, ..
Asi como la sucesion de las potencias de dos:
1,2, 4,8,16,32, ... (es decif, 2", 22, 2, 2, 2°, ..)

Las sucesiones pueden definirse, generalmentepsidodnas posibles: de formmacursivao de
formaexplicita Una definicion recursiva implica proporcionampeilmer término y describir de qué
manera se hallan los demas, como se ha visto ambemte en este modulo.

Una definicion explicita consiste en proporcionaa uiegla que permita hallar cualquier término.
Dado que los términos se describen como el prinssgundo, tercero, cuarto, etc. ..., es evidente
gue sélo los niameros enteros se pueden utilizar gesignar términos. Asi, es comun expresar el
términon-ésimo de una sucesion (a menudo representad®(poo T, ) como una funcion de,
siendon un numero entero.

Por tanto, la primera de las sucesiones planteadasormente (1, 2, 3, 4, 5, ...) se define como:
T(n) =n, parn natural
Las potencias de dos constituyen una sucesionupaeefinirse explicitamente como:
T.=2,paran=1, 2, 3, 4, ...
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Si bien es conveniente generar los términos desupasion de manera recursiva, como hemos
hecho anteriormente en este modulo, a veces esficéente generar un término en particular,
usando una definicion explicita. Las tablas de reslgpueden ser muy Utiles para generar con la
calculadora los términos de una sucesién, ya gdemos pensar en las sucesiones como en un
tipo particular de funciones (en las que la vadaillo puede tomar valores enteros).

Selecciona el modo Tabla y define la sucesion guailgestra a continuacion:

M -.-'E#lﬂx RM -.-'E#lﬂt b]_
x= == - ango tabla
32 o Ui GiEEI ATn gt <x)=2 Inic. :1

Final : 304
3:Tabla Paso :1

Observa que la calculadora requiere xsamon para representar la posicion del término, de igual
maneraf(x) representd,,, de modo que el significado dg) = 2° es el mismo que el dg, = 2.
Pulsa (=] para continuar definiendo la sucesion. La capdcidia la tabla de la calculadora se
restringe a 30 términos, en consecuencia, se pudeimminar y representar los 30 primeros
términos de la sucesién con los parAmetros queusstran en las ventanas superiores. Pglsa
después de cada entrada.

Puedes desplazarte hacia arriba y hacia abajcepaamtrar varios términos de esta sucesion. Las
dos escenas siguientes muestran el 10° y el 2Bhir

¥ @ Vo [
® i x fimd
7 7 125 22 22| 4.1 x0®
= g 256 23 23| 8. 3x0n®
9 el 512 24 24|1.6%m”
10 10 | ! 25 25 | PP
1024 33 554 432

Observa que el 25° término se muestra en el foredta gpantalla (el cursor se encuentra en la
columnaf(x), adyacente & = 25). El término también se muestra en la pregliéa, pero, debido al
poco espacio de que se dispone, se visualiza aniantcientifica.

Si quisieras encontrar otros términos de la sune@omo el 32° y el 36°), podrias cambiar las
especificaciones de la tabla. Empieza por pUlsr Seguidamente, cambia los pardmelnisio y
Final, pero deja ePasoa 1.

¥ @ Vo @
i fixd I fimy
3 o7 | EFEPTE d 33| 8.5x0?
4 33| 8. 5xn? 5 24| 1uwl?
=1 24| 1lxwl?® 3 25| Fwwl?
& 35| kel 7 el Sl
4 294 967 296 6. 87194767 dx10'0

Como muestran las pantallas superiores, el 32°inérras 4 294 967 296. Sin embargo, la
calculadora no puede mostrar al completo el térn369 sino que solo puede aproximarlo en
notacion cientifica, porque tiene mas digitos gada$ que la pantalla de la calculadora puede
albergar.

Progresiones aritméticas

Un tipo particular de sucesion que es muy impogtar matematicas es saicesion aritmética
también llamada en ocasiong®gresion aritméticaSe trata de una sucesiéon para la que hay un
primer término (representado paj y una diferencia constante entre dos términoessuas
(representada pal). Esto quiere decir que cada término se obtieneaado un nimero constante
al término anterior.

Un buen ejemplo de progresiones aritméticas sortaafs de los taxis, cuando se paga una
determinada cantidad por bajar la bandera y otr&guma kilbmetro que se recorra. Supon aueb
y d = 4. Es decir, que el taxista cobra 6 $ por vimfes 4 $ por cada kilbmetro recorrido. [En la
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practica, muchos taxistas cobran tasas por paeegildmetro, e incluso otros cargos, pero
consideraremos aqui el caso mas simple, con ptopakistrativos.]
La sucesion para el coste de varios kildmetrosrrielos es una progresion aritmética:

6, 10, 14, 18, 22, ...

Esta progresion puede representarse en la calcaldaoto recursivamente como explicitamente.
Las siguientes pantallas muestran el caso recurBespués de un viaje de 1 km, la tarifa es de 10
$ (el segundo término de la sucesion).

6

Vo [

'Y

6

¥ [0
Ans+4

10

Cualquier otra tarifa puede determinarse de esteeraapulsando la Tec(&) el nUmero apropiado
de veces.

Este sistema de calculo resulta perfectamente aaeppara trayectos cortos, sin embargo, seria
muy tedioso su uso para determinar la tarifa degayecto largo (como, por ejemplo, de 44 km), de

manera que una expresion explicita de la progremibdmética puede resultar mas practica. En el

caso general, el-ésimo término de una progresion aritmética vieaaodoor:

T,=a+(n-1)d
De manera que ekésimo término implica sumaraa un total den — 1 veces.

La primera pantalla de las que siguen muestra domptementar la funcién en el modo Tabla para
generar términos de esta progresion aritméticaelganda pantalla muestra que un viaje de 44 km
cuesta 182 $.

7o /e
f(x)=6+4(x—1) A ey
5 a4 178
4 45 | IEE
T 46 188
182

Observa que, en este caso, el coste de un viald #m corresponde al 45° término de la sucesion
(el primer término corresponde a un trayecto den]) k

Progresiones geométricas

Las sucesiones geométricasambién llamadagrogresiones geométricasson también muy
importantes en matematicd3ifieren de las progresiones aritméticas en quelcion entre dos
términos consecutivos es multiplicativa y no aditiv En general, el primer término de una
progresion geomeétrica se representa @oy el razdn comunentre términos consecutivos se
representa par. Es decir, cada término puede determinarse migkipdio el término anterior por

Un ejemplo de estas progresiones se observa ewbiulogia, en el crecimiento del nimero de
células de un cultivo. Si inicialmente hay 30 c&uy el nimero de células se duplica cada hora,
entoncesa = 30 yr = 2. La sucesion con el numero de células al jimcle cada hora es:

30, 60, 120, 240, 480, ...

Esta progresion geométrica puede representarse eamlduladora tanto de forma recursiva como
explicita. A continuacion se detalla la forma reoua.
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Vo [ A

¥oe [
30 AnsxZ

30 60

Al pulsar la Teclé&) se generaran mas términos de la sucesion. Aunguérminos son faciles de
obtener de esta manera, el procedimiento resustaria ineficiente para términos posteriores, tales
como los que corresponden a hallar cuantas cdlalas en el cultivo transcurridas 24 horas.

La versidn explicita proporciona el termingesimo de la progresion geométrida, T,, Ts, ... con

primer términoa y razon comum, por lo que el término-ésimo se obtiene de multiplicarporr

un total den — 1 veces.
Th=ar"?

La primera pantalla de las que siguen muestra démptementar la sucesion en el modo Tabla,

mientras que la segunda pantalla muestra alguno@ites de la sucesion.

o [
f (x)=30%2%!

-1

x

fimd

A2 Sue®
25 | I

26

1luw®

“503 316 480

La segunda pantalla muestra que después de que payado 24 horas (es decir, al principio de la
hora 25), habra mas de 500 millones de células.

El haber accedido a muchos términos de la sucgssdmite plantearse otras preguntas. Por
ejemplo, supoén que el cientifico quisiera sabendaéalebe esperar a que se alcance la cifra del

millén de células.

Vi [ ]
x oz x fix)
13 13421320 13 13 (421520
15 16 | EEEDER 16 16 (233040
17 17(1.%xn® 17 F o™
18 18] 3. %:n® 15 &
983 040 1 966 080

Recuerda que, en general, el térmmésimo de la sucesion muestra la poblacion aldnig la
hora fi — 1). Estas ventanas muestran que el 16° térnsimie €asi un millon, mientras que el 17°
término (una hora después) es de casi dos milldEregonsecuencia, parece gue la poblacién de
células 15 horas después roza el millon.
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Ejercicios
El principal objetivo de estos ejercicios es ayudar desarrollar tus habilidades con la calculadora
Usa la calculadora para contar de 3 en 3, empezaordi0.

Usa la calculadora para contar de 10 en 10, ematelereciente, empezando por 97.

Un libro cuesta 32 $ actualmente. Si su precimseemente un 4 % cada afio, desarrolla una
sucesion que muestre el precio anual. ¢ Cudl seraab del libro dentro de 12 afios?

Genera los términos de esta sucesion en tu catmaladl, 12, 36, 108, 324, ...

Usa una tabla en tu calculadora para listar lomgnds cinco términos de las siguientes
sucesiones numéricas:

a)Ta=n+1
b)gn=3x 2
c)tn—80(5)
d)An:2n+1

n+1

El primer término de una sucesién numérica es 42 giferencia es 8. Usa la calculadora para
construir una tabla con los primeros 30 términosesi&a sucesion. ¢Cual es el duodécimo
término?

Una progresion geométrica tiene primer término 2zén comun 0,95. Construye con tu
calculadora una tabla con los veinte primeros téosiide esta sucesion. ¢ Cual es el décimo
término?

Modifica los parametros de la secuencia descrital @jercicio 7 para cambiar la raz6n comun
a 1,05 y halla los primeros 25 términos de la sdoeg Cual es el décimo término?

El primer término de una progresion aritmética 2y 1a diferencia 11.
a) ¢ Cual es el 14° término de esta secuencia?

b) ¢ Cual es el primer término de la secuencia guragor que 400?

10. Estudia la siguiente sucesion:

10.

9, 17, 25, 33, 41, 49
a) Genera los términos de la sucesion en tu calotdgpara encontrar el vigésimo término.

b) Usa una tabla para generar la sucesion enduladbra; comprueba que el vigésimo término
es el mismo que en el apartado a).

c) ¢ Cudl es la manera mas facil de encontrar ébirigp término de la sucesion?

El precio de los bienes cambia cada afio debide &flectos de la inflacion. Si la tasa de
inflacién ha sido del 2% anual durante los ultinsogo afios, ¢ cuanto costard hoy una mesa
que costaba 240 $ hace cinco afios?

Aprendiendo matematicas con la ClassWiz

117



Barry Kissane

Actividades

El principal objetivo de estas actividades es aytela usar la calculadora para aprender matematicas
Puedes pensar que algunas actividades son demaaiaizadas para ti. Ignora aquellas que aln noegntas

1. a) Halla el primer término de la sucesi@#, 8,

término se trata?
b) Determina el primer término de la sucesion 8,&; 11,6; 15,1, ... que es mayor que 25.

¢,De qué término se trata?

c) Encuentra el primer término de la secuencia29246, 63, ... que es mayor que 600. ¢De
gué término se trata?

2. El indice de los precios de consumo (IPC) midewhmedida aumentan los precios a lo largo
del tiempo debido a la inflacion. El incremento medel IPC en Australia a lo largo de los
tltimos 30 afios ha sido del 3,4 % anual. Si uneutadiora costaba 14 $ en 1986, usa el IPC
anual para determinar el valor de la calculadoral @fio 2016. Investiga y explora el IPC de tu
propio pais para ver cual ha sido el incrementlosi@recios durante los ultimos afos.

3. Cuando se deja caer una pelota desde una altiBargesl primer rebote dura 1 s (siendo este
el intervalo de tiempo comprendido entre los ing®ren que la pelota toca el suelo por
primera y por segunda vez). Cada rebote sucesn&2i8 de la duracion del bote anterior.
Halla el tiempo total de duracion de a) los trampros rebotes b) los 10 primeros rebotes c)
los 100 primeros rebotes.
¢, Cuantos segundos han de pasar para que la pgjei@edebotar?

4. En una investigacion para determinar cuantas agrile necesitan para construir ciertos

patrones geomeétricos se genero la siguiente tabla:

Numero de la forma3) 1] 2 3 4 5 6 7 8 9 10

w | ©
O | ®

,... que es menor que 0,001. ;De queé

)

Cerillas (M) 2 | 7 16 | 29| 46| 67/ 92 121 154 191
a) ¢Qué sucesion se ha usado para determinar erm@® cerillas que se requieren para cada
forma?

b) Construye una tabla que te permita comprobaesgpuesta en el apartado a) y determina
cuantas cerillas se necesitaran para la 15° forma.

5. Busca en internet la poblacién de tu pais y la tamal de crecimiento de la poblacién. Usa
estos datos para predecir cual sera la poblaciotudeais en los veinte préximos afios,
asumiendo que la tasa de crecimiento se mantewtisiante. Examina qué efectos a largo
plazo sobre el crecimiento de la poblacidn tiemanviriaciones en la tasa de crecimiento.

6. Las sucesiones que se definen de forma recursiegleputambién expresarse de forma
explicita. Un ejemplo es la famosa sucesion de rfiéiba. A continuacion se muestra la
complicada expresion explicita para el térnmingsimo de esta sucesion:

n+1 n+1
oL V5 1-+5
) ()
Usa una tabla para determinar los primeros 12 térsnile la sucesion pama= 0, 1, 2, ...11.
¢,Puedes ver como se podria definir la sucesiomsigamente?

Comprueba tus respuestas y busca mas informacibimeznet sobre esta famosa sucesion.
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Notas para los profesores

Este mdédulo destaca las formas en quEléssWizpuede apoyar a los estudiantes a entender las
sucesiones y la forma como se relacionan con laoritapte idea de la recursividad.

El médulo hace un amplio uso de la capacidad seda recursiva de la calculadora, asi como del

modo Tabla. El texto esta pensado para ser ledddop estudiantes y les ayudara a ver como se
puede utilizar la calculadora para examinar dawsatias maneras. Conviene que los estudiantes
realicen los Ejercicios individualmente, a fin d#gairir destreza en el uso de la calculadora. En

cuanto a las Actividades, es preferible que lakceraen parejas, de modo que puedan discutir sus
ideas en clase y aprender los unos de los otros..

Soluciones a los ejercicios

1.10, 13, 16,... [UsdJ O E HEBIEE)] 2. 97, 87, 77, [Usd 9] (7) (=) (=) (1 (0] () (=)]
3.51,233% [UsaB] A1 EIX1JJO0M@E=E] 4 Usa@=EXEBIE([E=E 5.9)3,5,7,
9,11 b) 6, 12, 24, 48, 96c) 40, 20, 10, 5, 2,d) 3/2, 5/3, 7/4, 9/5, 11/6. T,o= 164 7.Tip=
12.605 8. Tip = 31.027 9. a) 346 b) Tzs = 402 10. a) Ty = 161 [Usa(9] (=] B18]
b) Usaf(x) = 9 + 8(x — 1) ¢) La mayoria de la gente encuentra mas sencilibla.iil. 265 $.

Actividades

1. La calculadora permite a los estudiantes afronteestiones relacionadas con sucesiones
directamente en lugar de algebraicamente, perogpuegcesitar un poco de ayuda para describirlas
usando la calculadora. [Respuestas: (a) Usa dbleadanf(x) = 24 +~ X para encontrar el término
11° b) Usd(x) = 4,6 + 5,% para ver que el 7° término es > 25Tg)= 607

2. Los estudiantes pueden necesitar ayuda pardosevalores anuales para una progresion
geomeétrica con razén 1,034. Animalos a buscarnmdoion local en Internet. [Respuesta: 2016 el
valor de la calculadora es 38,17 $].

3. Las aplicaciones que usan progresiones geomrtiitfinitas pueden aproximarse con la
calculadora, que proporciona un buen sentido dasia de convergencia. En este caso, el tiempo
para el rebote nimerose puede representar como (2/3)Una buena aproximacion a las sumas
infinitas se proporciona tomando un gran namerd¢édainos. [Respuestas: a) 19/9 segundos b)
2,948 segundos c¢) 3 segundos (esencialmentara a infinito). La tabla muestra que el 13°
rebote dura menos de 1 /1000 segundos, de manefa galota, esencialmente, se ha parado.]

4. Este es un problema desafiante, y los estudigmieden necesitar ayudada para ver que la
sucesion no es ni una progresion aritmética niprogresion geomeétrica. EI método de la segunda
diferencia puede servir de ayuda para mostrar gugasa de una sucesion cuadratica; también
pueden experimentar con tablas para hallar laiéelafRespuestas: &) = 25 - S+ 1 b) 436]

5. Esta es una actividad potencialmente interegaarte estudiar el crecimiento de la poblacion en
el propio pais de los estudiantes. La informaciénpsiede encontrar facilmente en la red,
generalmente en oficinas estadisticas localesetlirso interesante es el sitio Ww&brld-O-Meter
http://www.worldometres.info/world-population/poptibn-by-country/ Sefiala a los estudiantes
gue las proyecciones poco sofisticadas de losmrectos de poblaciones son modelos rudos,
especialmente cuando se asume que las tasas oeienéc permanecen constantes.
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6. La sucesion de Fibonacci estd ampliamente daua@ en Internet y, generalmente, se describe
de forma recursiva: empezando por 1, 1, cada té;naipartir del tercero, resulta de sumar sus dos
términos anteriores. Esta calculadora permitergeh@s términos de la sucesion de Fibonacci de
manera recursiva, para ello se debe hacer usofded#n (PreAns i) conjuntamente con

(Ang. En esta actividad pero, se facilita la formuthtdrmino general para que puedan generar los
términos mediante una tabla. Hay que tener edpradado en introducir la formula dentro de
manera correcta, usang@ara reemplazar. En la pagina web de Ron Knott
http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Kidbtdnacci/fib.htmise estudia la sucesion de
Fibonacci ampliamente y se describe detalladamentariados y ricos contextos practicos.
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